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АРХИТЕКТУРА

МАТЕМАТИКИ

Этаж 6
СИНТЕЗ
Время собирать камни

 ЕККЛЕЗИАСТ 
M.C.Escher's "The Drowned Cathedral" ( Cordon – Art – Baarn – Holland. All rights reserved.

Этаж 6. СИНТЕЗ

До сих пор больше внимания уделялось расширению здания, чем освещению входа, возведению новых этажей, чем укреплению фундамента.

Жан Д’АЛАМБЕР

На предшествующих этажах мы занимались опрежедением разнообразных математических объектов XE "множество:структуризованное" . При этом мы интуитивно чувствовали, что несмотря на кажущееся различие, есть, безусловно, что-то определенно общее между порядком и операциями, топологией и мерой, метрикой и скалярным произведением. Действительно, всюду мы имели дело с некотором исходным множеством, названным носителем структуры, а также с какой-то совокупностью характеристик на нем, определяющих эту структуру. И хотя они весьма отличались друг от друга, в процессе исследования объектов различной природы использовались весьма близкие приемы. 
Так, структура переносилась с множества на его подмножество (с появлением таких понятий как упорядоченное подмножество, подгруппоид, топологическое подпространство и т.д.) и на фактормножество (вспомним факторгруппу, фактортопологию и др.). Вводилось понятие двойственной структуры (в частности, двойственный порядок и двойственная операция). Необходимая совокупность специфических свойств переносилась с одного множества на другое с помощью операторов (образ и прообраз порядка, операции, топологии и т.д. при действии оператора). При наличии нескольких множеств с однотипной структурой последняя распространялась на произведение этих множеств (вспомним произведение упорядоченных множеств, групп, линейных пространств и др.). Каждый раз мы определяли преобразования, сохраняющие структуру, и изоморфизмы структуры – биекции, действующие между носителями и сохраняющие структуру в обоих направления (изоморфизм порядка или групп, гомеоморфизм, изометрия и др.). Наконец, нас неизменно интересовали свойства, которые оказывались общими у всех изоморфных друг другу объектов. 

Мы, конечно же, вправе ожидать, что всё это никак не является случайным совпадением, что за этими отдельными фактами непременно должна стоять какая-то общая синтезирующая теория. Мы должны научиться увидеть за столь разными объектами как упорядоченное множество или кольцо, метрическое пространство или пространство с мерой отчетливое проявление чего-то единого. Вследствие этого заключительный этаж нашего здания и посвящен способам унификации рассмотренных ранее математических объектов.
Прежде всего, предстоит дать общее определение понятия структуры (Секция I), позволяющее с единых позиций охарактеризовать все типы объектов четвертого этажа. Далее будет описана теория категорий (Секция II), предоставляющая достаточно широкий набор универсальных технических приемов для работы с математическими объектами различной природы и выявляющая единство во многих, казалось бы, различных математических конструкциях. 
[image: image126.wmf]СИНТЕЗ

Секция I
СТРУКТУРЫ

Не существует решенных проблем, 

существуют только проблемы, 

более или менее решенные. 

Анри ПУАНКАРЕ
M. C. Escher's "Colonnade of St.Peter's in Rome"( Cordon – Art – Baarn – Holland. All rights reserved.
Математика представляется силой человеческого духа, призванной вознаградить нас за несовершенство наших чувств и за краткость нашей жизни.

Жан Батист Жозеф ФУРЬЕ

На предшествующем этаже мы встречались с разнообразными математическими объектами, которые неизменно представляли собой множества, наделенные некоторой структурой. Однако само по себе определение математической структуры до сих пор отсутствовало. Унификация математических объектов начинается с характеристики общего понятия математической структуры, что составляет Секцию I Этажа 6. Она состоит из двух комнат. В первой из них центральным понятием будет шкала множеств. При этом для задания практически любого математического объекта оказывается достаточным зафиксировать один элемент какого-либо множества этой шкалы. Это обстоятельство существенным образом используется в последующей комнате, где дается общее определение структуры множества. Тем самым окончательно выясняется, что все знакомые математические объекты прекрасно вписываются в единую схему, являясь различными формами множеств, наделенных структурой. Возводимые конструкции отчетливо показывают, что во всем многообразии математических понятий и направлений несомненно присутствует что-то общее. Дальнейшее развитие математического синтеза осуществляется в последующей секции на основе теории категорий.
Комната 6.1. Шкала множеств
Математическое отношение способно сочетать две первоначально независимые части в нечто целое и тем самым создавать красоту. 





                           Вернер ГЕЙЗЕНБЕРГ 
Рассматривается некоторый конечный набор различных множеств E1,E2,...,En произвольной природы. С их помощью можно построить систему множеств S на основе следующей несложной процедуры. На первом шаге в состав S включаются сами множества E1,E2,...,En. На втором к ним добавляются все булеаны P(Ei), а также произведения Ei(Ej, причем  случай i = j не исключается. На следующем шаге семейство S дополняется булеанами и произведениями множеств с предшествующих шагов и т.д. Продолжая этот процесс неограниченно, получаем искомое семейство множеств.

Определение 6.1. Система S называется шкалой множеств XE "шкала множеств"  с базисом XE "базис:шкалы множеств"  E1,E2,...,En.
Замечание 6.1. Характерно, что для построения шкалы множеств мы применяем оба использованных ранее (см. Этаж 2) важнейших приема конструирования новых множеств – переход к подмножествам и произведениям. 

Замечание 6.2. Можно ввести общее понятие базиса объекта, понимая под ним минимальное порождающее его подмножество такое, что любой элемент исходного множества получается из базисных элементов путем некоторых фиксированных операций. Под это определение подпадают алфавит языка (см. Этаж 1), одноэлементые подмножества данного множества (см. Этаж 2), число 1 для натуральных чисел (см. Этаж 3), алфавит свободной группы или полугруппы и базис линейного пространства (см. Этаж 4, Блок B), базис топологии и фундаментальная система окрестностей (см. Этаж 4, Блок C), ортонормированный базис гильбертова пространства (см. Этаж 5).

Для любого множества М шкалы S с базисом E1,E2,...,En можно указать некоторую конечную процедуру ( построения этого множества на основе базиса. При этом говорят, что множество М является ступенью XE "ступень:шкалы множеств"  шкалы S по схеме XE "схема:шкалы множеств"  ( с базисом E1,E2,...,En и пишут 
М = (( E1,E2,...,En). Выражение N = ((F1,F2,...,Fn) означает, что множество N получено по той же схеме, но уже на основе другого базиса. Рассмотрим различные конструкции, которые могут быть получены указанным способом. 

Пример 6.1. Элементы XE "элемент" . Пусть задан некоторый набор элементов хi(Мi, i = 1, ... , m, где Мi – произвольные множества (совпадение отдельных множеств не исключается). Выбираем эти множества в качестве базиса. Построим ступень соответствующей шкалы S на основе следующей процедуры (схемы (). Определим сначала произведение М1(М2. Затем умножим результат на множество М3. Продолжая этот процесс далее, на последнем шаге умножим предшествующий результат на Мm. В результате получается произведение множеств М = М1(М2(...(Мm, принадлежащее рассматриваемой шкале множеств. Тогда объект х = (х1,х2,..., хm) (кортеж) характеризует все интересующие нас элементы одновременно и задается единственным элементом х ступени М шкалы S, построенной по указанной схеме ( на основе данных базисных элементов (см. Рис. 6.1). (

[image: image134.wmf]
Рис. 6.1. Задание семейства элементов.
Рассмотренный пример едва ли может показаться удивительным, поскольку кортеж принято понимать как единое целое. Однако последующий пример уже наводит на определенные мысли.

Пример 6.2. Подмножества XE "подмножество" . Рассматриваются произвольные подмножества Ui множеств Мi шкалы S, i = 1,...,m. Справедливы включения Ui(P(Мi), i = 1,...,m. Таким образом, рассматриваемые подмножества оказываются элементами некоторых множеств той же шкалы S. В Примере 6.1 уже отмечалось, что для задания любого числа элементов множеств шкалы S достаточно указать единственный элемент некоторого множества той же шкалы. Следовательно, определение произвольного числа подмножеств элементов данной шкалы достаточно задать один элемент (U1,U2,..., Um) множества 
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 шкалы (см. Рис. 6.2). (
Еще большее удивление вызывает следующий пример.

Пример 6.3. Свойства XE "свойство" . Рассматриваются какие-либо свойства Рi, которыми могут обладать или не обладать элементы множеств Мi шкалы S, i = 1,...,m. Определим множества 
Ui = {x(Мi| Рi(x)} элементов из Мi, обладающих свойством Рi, i = 1,...,m. Очевидно, они являются подмножествами из Мi. Таким образом, на основании Примера 6.2 можно заключить, что для описания всех рассматриваемых свойств произвольной природы вновь достаточно указать всего лишь один элемент какого-либо множества имеющейся шкалы (см. Рис. 6.3). (
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Рис. 6.2. Задание семейства множеств.
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Рис. 6.3. Задание свойства.

Теперь можно перейти к рассмотрению различных теоретико-множественных понятий. 

Пример 6.4. Соответствия XE "соответствие" . Пусть задано соответствие ( между множествами М1 и М2 шкалы S. Оно является подмножеством произведения М1(М2, а значит, элементом булеана Р(М1(М2). Итак, любое соответствие также определяется конкретным элементом некоторого множества данной шкалы (см. Рис. 6.4). (
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Рис. 6.4. Задание соответствия.

Как известно, частными случаями соответствий являются отношения и операторы (см. Этаж 2). Следовательно, и эти столь важные математические объекты прекрасно описываются рассматриваемыми средствами.

Пример 6.5. Операторы XE "оператор" . Пусть рассматривается оператор А, действующий из некоторого множества М1 шкалы S в множество М2 той же шкалы. Данный оператор однозначно характеризуется множеством (см. Этаж 2) 
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 Этот объект является соответствием, обладающим некоторым дополнительным свойствам. Тогда, комбинируя описанные ранее приемы (задание соответствия и свойства), установим, что любой оператор также можно охарактеризовать одним элементом конкретного множества данной шкалы (см. Рис. 6.5). (
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Рис. 6.5. Задание оператора.

Как известно, алгебраические операции по своей природе являются операторами. Таким образом, любая универсальная алгебра, задаваемая своими операциями (сигнатурой), может быть описана указанным способом. Аналогично, порядок является отношением (частным случаем соответствия), а топология и измеримое пространство задаются некими наборами подмножеств данного множества с соответствующими дополнительными свойствами. Тем самым практически любая математическая конструкция может быть однозначно описана с помощью всего лишь одного элемента некоторого множества имеющейся шкалы. Это обстоятельство позволяет формализовать многие математические процедуры, встречающиеся в различных теориях и их приложениях и дать, наконец, общее определение понятия структуры.

Комната 6.2. Структуры
Математический анализ ... переводит все явления на один и тот же язык, как бы подчеркивая единство и простоту структуры окружающего нас мира и делая еще более заметным незыблемый порядок, правящий в природе всей материей.

  Жан Батист Жозеф ФУРЬЕ

Пусть задана некоторая шкала множеств S с базисом E1, E2, ... , En и множество М, являющееся ступенью шкалы, построенной по схеме (. Рассматривается какая-либо совокупность свойств Q, которым могут удовлетворять или не удовлетворять элементы множества М. Определим множество T={x(M| Q(x)} элементов из М, удовлетворяющих рассматриваемым свойствам.

Определение 6.2. Любой элемент ((Т определяет на множествах E1, E2, ... , En структуру XE "структура"  рода XE "род структуры"  Т, задаваемую аксиомами структуры XE "аксиома:структуры"  Q.
Замечание 6.3. Очевидно, род структуры Т сам оказывается ступенью рассматриваемой шкалы множеств, следующей за М. В частности, Т является подмножеством М, т.е. справедливо включение Т(Р(М). Однако выделения этого последнего шага схемы желательно для того, чтобы более четко выделить аксиомы структуры.

Часто случается, что один из элементов базиса, например E1, играет определяющую роль. В этом случае его называют основным, а остальные – вспомогательными. При этом говорят о структуре на множестве XE "структура:на множестве"  E1, называемом носителем структуры XE "носитель:структуры" . Всякое следствие включения ((Т является утверждением теории структуры рода XE "теория:структуры"  Т, называемым также теоремой XE "теорема" . 
Замечание 6.4. К аксиомам структуры обычно предъявляются некоторые дополнительные требования. В частности, система аксиом должна быть непротиворечивой XE "аксиомы:непротиворечивые" , т.е. из нее не должно следовать высказывание, которое оказывается истинным одновременно со своим отрицанием. Другими словами, теория соответствующей структуры не должна приводить к противоречию. Кроме того, система аксиом должна быть независимой XE "аксиомы:независимые" , т.е. ни одна из аксиом не должна быть следствием других аксиом. В противном случае соответствующую аксиому можно перевести в разряд теорем теории. Мы не затрагиваем здесь средства, позволяющие выводить теоремы из аксиом, т.е. правила вывода XE "правила:вывода" . Эти вопросы относятся к математической логике.

Покажем, что основные типы известных математических структур действительно описываются указанным выше способом.

Пример 6.6. Упорядоченная структура XE "структура:упорядоченная" . Пусть базис шкалы состоит из единственного множества Х. В качестве ступени М выбераем множество Р(Х2), соответствующее конкретной схеме (. Множество М есть совокупность всех подмножеств множества Х2, т.е. класс всевозможных отношений на имеющемся множестве Х. Укажем аксиомы рассматриваемой структуры. Для произвольного элемента х(М (т.е. для произвольного отношения на Х) высказывание Q(х) будет означать, что отношение х является рефлексивным, транзитивным и антисимметричным, т.е. отношением порядка. Соответствующее множество Т представляет собой совокупность всевозможных отношений порядка на множестве Х. Любой фиксированный элемент ((Т определяет на множестве Х конкретную структуру порядка. Если вместо Х мы выберем другое базовое множество и воспользуемся той же схемой ( и той же системой аксиом, то любой элемент получаемого при этом множества Т будет определять опять-таки структуру порядка, но уже на другом носителе. Таким образом, порядок действительно характеризует конкретную структуру в описанном выше смысле. На Рис. 6.6 изображена схема построения упорядоченной структуры на примерах вложения подмножеств некоторого множества Z и делимости натуральных чисел. (
Пример 6.7. Структура полугруппы XE "структура:полугруппы" . Дано множество Х, составляющее базис шкалы множеств. В качестве ступени М выбирается булеан Р((Х(Х)(Х), т.е. некоторое класс соответствий множеств Х2 и Х. Для любого элемента х(М условие Q(х) здесь означает, что х представляет собой некоторый оператор А, действующий из Х2 в Х и удовлетворяющий условию ассоциативности А(А(a,b),c) = A(a,A(b,c) для всех a,b,c(X. Каждый элемент х, обладающий свойством Q, однозначно определяет на множестве Х структуру полугруппы. Множество Т в результате характеризует всевозможные полугруппы, которые могут быть определены на данном носителе Х. На Рис. 6.7 изображена схема построения структуры полугруппы на примерах пересечения подмножеств некоторого множества Z и сложения натуральных чисел. (
Пример 6.8. Топологическая структура XE "структура:топологическая" . Рассматривается множество Х (носитель структуры) и ступень М = Р(Р(Х)), представляющая собой совокупность всевозможных наборов подмножеств из Х. Любой элемент х(М оказывается тем самым конкретным набором подмножеств множества Х. Будем говорить, что он обладает свойством Q, если в состав х входят пустое множество, носитель Х, а также пересечение любых двух и объединение произвольного числа элементов класса х. Множество Т в этом случае характеризует всевозможные топологии, которые могут быть определены на носителе Х. Конкретный элемент ( из Т наделяет множество Х структурой соответствующего топологического пространства. На Рис. 6.8 изображена схема построения топологической структуры на примерах естественного топологического пространства действительных чисел и двухточечного топологического пространства. (
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Рис. 6.6. Построение упорядоченной структуры.

Пример 6.9. Структура пространства с мерой XE "структура:меры" . Задается основное базисное множество Х (носитель структуры) и вспомогательное множество 
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 неотрицательных действительных чисел, дополненное бесконечным элементом. В качестве ступени М выбирается множество P(P(Х))((P(P(Х))(
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). Любой элемент х = (х1,х2) из множества М характеризуется величинами х1(P(P(Х)) и х2( P(P(Х))(
[image: image11.wmf]+

¡

. Выполнение свойства Q(х) предполагает, что элемент х1 является (-алгеброй на Х, а элемент х2 определяет оператор, действующий из х1 в 
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 и являющийся мерой. Тогда множество Т характеризует совокупность пространств с мерой на Х, а его конкретный элемент – какое-либо из этих пространств. (
Приведенные примеры показывают, что Определение 6.2 действительно охватывает важнейшие типы математических структур. Еще более принципиальным является то обстоятельство, что все математические объекты, определенные на предшествующем этаже, в действительности оказываются частными случаями некоторой общей конструкции, будучи множествами, наделенными структурой. Это обстоятельство предопределяет возможность разработки единого математического аппарата, характеризующего все выше указанные объекты.

Если для структуры рода Т, где Т – некоторое подмножество множества М шкалы S, потребовать выполнение каки-либо дополнительных аксиом, то в результате получится более узкая часть U множества М. При этом говорят, что структура рода U и соответствующая ей теория богаче XE "теория:более богатая" , чем структура рода Т и ее теория, а те, свою очередь, беднее XE "теория:более бедная" . Так, метрическая структура богаче топологической, а структура банахова пространства богаче структур метрического и линейного пространств (см. Рис. 6.9).
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Рис. 6.7. Построение структуры полугруппы.
Замечание 6.5. Естественно, чем богаче структура, тем меньший класс объектов она охватывает. Так, евклидова геометрия XE "геометрия:евклидова"  различает круг и эллипс. В аффинной геометрии XE "геометрия:аффинная"  эти объекты уже не различимы. Однако там имеется возможность отличить эллипс от гиперболы. В проективной геометрии XE "геометрия:проективная"  такой возможности уже нет. Из указанных геометрий евклидова является самой богатой, а проективная – самой бедной. В то же время, евклидова геометрия является частным случаем аффинной, а последняя – частным случаем проективной геометрии.
Пусть имеется некоторая шкала множеств S с базисом E1,E2,...,En, и существуют биекции Аi из Ei на некоторые множества Fi. С их помощью можно определить биекцию между булеанами P(Ei) и P(Fi), а также между произведениями Ei(Ei и Fi(Fi. Продолжая этот процесс далее, установим, что существует биекция А между любым элементом М шкалы S, построенный по схеме (, и элементом M' шкалы множеств S' с базисом F1,F2,...,Fn, построенный по той же схеме ( (см. Рис. 6.10). Пусть ( есть структура рода Т, определяемого аксиомами Р. Определим множество 
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Определение 6.3. Говорят, что A(() есть структура, полученная переносом структуры  XE "перенос структуры" ( на F1, F2, ... , Fn посредством соответствующих биекций из E1, E2, ... , En. При этом структуры ( и A(() называют изоморфными XE "структуры:изоморфные" , а соответствующий оператор A – изоморфизмом структуры.
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Рис. 6.8. Построение топологической структуры.
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Рис. 6.9. Метрическая структура богаче топологической, но беднее банаховой. 
Замечание 6.6. Приведенное определение прекрасно согласуется с рассмотренными ранее примерами изоморфизма XE "изоморфизм:структуры"  конкретных структур. Фактически изоморфные структуры описывают одну и ту же теорию и различаются исключительно элементами базиса, т.е. средствами интерпретации этой теории. Частными случаями изоморфизма структуры являются изоморфизмы групп, гомеоморфизм, изометрия и т.д. Мы столкнемся еще с этими понятиями в последующей секции, где будут рассмотрены изоморфизмы категорий множеств, наделенных структурой.

Наряду с изоморфизмом структуры можно определить более общее понятие морфизма структуры XE "морфизм:структуры" , сохраняющего структуру только в одном направлении. К числу таких понятий относятся, к примеру, гомоморфизм любой алгебраической структуры, монотонный, линейный и непрерывный операторы. 
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Рис. 6.10. Перенос структуры порядка.
Пример 6.10. Топологическая структура. Рассмотрим множество действительных чисел с естественной топологией ( (объединение открытых интервалов, см. Этаж 4). Пусть задано множество M=(–1,1), связанное с 
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 биекцией A, которая определяется следующем образом. Для любой точки 
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 находится точка x' пересечения окружности единичного радиуса с центром в точке O=(0,1) с прямой, соединяющей x' с O. Тогда в качестве Ax выбирается проекция точки x' на 
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. Оператор 
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 из M. Наконец, оператор 
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 сопоставляет произвольному набору подмножеств действительных чисел соответствущий ему набор подмножеств из М. При этом топологией на M будет образ 
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. Получаемая в результате топологическая структура на M изоморфна естественной топологической структуре на множестве действительных чисел (см. Рис. 6.11). (
Замечание 6.7. Если структура ( ' получена из структуры (  путем ее переноса на соответствующие множества с помощью биекции А, то можно сказать, что ( ' есть образ структуры XE "образ:структуры"  (  при действии оператора А, а ( есть прообраз структуры XE "прообраз:структур"  ( ' при действии оператора А-1. С образами и прообразами конкретных структур мы уже сталкивались на Этаже 4 (см. также Рис. 6.12).
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Рис. 6.11. Перенос топологии с множества 
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Замечание 6.8. В рамках теории структур можно дать единообразное описания структуры-произведения XE "структура:произведения" . Как частный случай такой структуры получаются произведения упорядоченных множеств, группоидов, топологических пространств и пространств с мерой (см. Рис. 6.13). Следует, однако, иметь в виду, что не всякая структура имеет структуру-произведение. Так, структура-произведение для упорядоченных множеств существует всегда, а для линейно-упорядоченных множеств – нет, поскольку естественный порядок произведения линейно упорядоченных множеств не является линейным. Структура-произведение для топологических пространств существует всегда, а для локально компактных пространств – нет. Так, топология произведения локально компактных пространств не обязательно (в частности, для бесконечных произведений) локально компактна.
Замечание 6.9. В последуюшей секции мы рассмотрим другие способы наделения множеств структурой. Частные случаи этих приемов (переход к двойственной структуре, переход к подобъекту и факторобъекту) использовались ранее при рассмотрении конкретных структур.

Пусть ( и ( ' – две структуры рода T и T', определенные на множествах M и M', построенных по одной и той же схеме из одних и тех же аксиом структуры, но с различными базисами. Если же соответствующие структуры непременно изоморфны, то говорят, что теория структуры данного рода однозначна XE "теория:однозначная" . В противном случае она многозначна XE "теория:многозначная" . Система аксиом, соответствующая однозначной теории, называется полной.
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Рис. 6.12. Образы и прообразы структур.
Пример 6.11. Натуральные числа XE "числа:натуральные" . Рассматривается множество N обладающее следующим набором свойств. В состав N входит некий элемент e. Любому элементу 
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 можно поставить в соответствие (оператор) некоторый элемент 
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 Не существует такого элемента 
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 что 
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 При одновременном выполнении условий 
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 справедливо равенство 
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 (инъекция). Если для некоторого свойства Р выполнено условие 
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Pe

 а свойство 
[image: image38.wmf](')

Pn

 реализуется всякий раз, когда имеет место условие 
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то рассматриваемое свойство выполняется для всех элементов множества N. Перечисленные соотношения, называемые аксиомами Пеано XE "аксиомы:Пеано" , задают на множестве N некоторую структуру, которая оказывается однозначной. Тем самым система аксиом Пеано является полной. Получаемый в результате объект (см. Рис. 6.14) есть не что иное как множество натуральных чисел. При этом элемент e оказывается единицей, элемент 
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 есть натуральное число 
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 а последнее условие из приведенного выше списка представляет собой аксиому индукции XE "аксиома:индукции" . ( 

Замечание 6.10. Несложно убедиться, что определенное на третьем этаже множество 
[image: image42.wmf]¥

 удовлетворяет аксиомам Пеано. Однако в данном случае мы имеем не конструктивное определение этого множества, а указание такого набора свойств, которым удовлетворяет исключительно множество натуральных чисел с точностью до заданного в соответствии с Определением 6.3 изоморфизма. Другим примером множества, удовлетворяющего аксиомам Пеано, являются всевозможные степени М некоторого натурального числа, например, двойки. В результате мы получаем другую интерпретацию натуральных чисел с тем же набором свойств. Соответствующий изоморфизм структуры 
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Рис. 6.13. Структуры-произведения.
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Рис. 6.14. Аксиомы Пеано.

Пример 6.12. Действительные числа XE "числа:действительные" . Рассматривается некоторое множество R, обладающее алгебраической структурой поля (см. Этаж 4, Блок B). Предполагается также, что множество R линейно упорядочено некоторым отношением (, причем соответствующие алгебраическая и порядковая структуры согласованы (см. Этаж 5). Таким образом, мы имеем дело с упорядоченным полем. Кроме того, предполагается выполненной аксиома Архимеда XE "аксиома:Архимеда" : для любого элемента 
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 найдется такое число 
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, что имеет место неравенство 
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 где отношение > связано соответствующим образом с выше указанным порядком (. На упорядоченном множестве 
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 естественным образом определяются замкнутые отрезки 
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. Предполагается выполненной также аксиома непрерывности XE "аксиома:непрерывности" , согласно которой для любой последовательности отрезков 
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 удовлетворяющих неравенствам 
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 существует хотя бы один элемент 
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, принадлежащий всем выше указанным отрезкам. Совокупность всех перечисленных свойств определяет на множестве R некоторую структуру, которая оказывается однозначный. Соответствующий математический объект называется множеством действительных чисел. (
Замечание 6.11. Определенное на Этаже 3 множество 
[image: image55.wmf]¡

 (сечения множества рациональных чисел) удовлетворяет всем перечисленным аксиомам. В равной степени им удовлетворяет и пополнение множества рациональных чисел (см. Этаж 4, Блок C). При этом соответствующие математические объекты (множество всех сечений и пополнение) оказываются изоморфными в смысле Определения 6.3. Другим примером математического объекта, допускающего различную интерпретацию, являются обобщенные функции XE "функция:обобщенная" . Они могут пониматься либо как линейные непрерывные функционалы в пространстве бесконечно дифференцируемых финитных функций (элементы соответствующего сопряженного пространства), либо как в некотором смысле элементы пополнения указанного пространства. Для p-адических чисел можно дать алгебраическую интерпретацию (поле частных кольца целых p-адических чисел) и топологическую интерпретацию (пополнение множества рациональных чисел в смысле p-адической метрики).
К числу однозначных теорий относится, к примеру, теория бесконечных циклических групп. Ее аксиомам удовлетворяет, в частности, аддитивная группа целых чисел. Таким образом, любая бесконечная циклическая группа оказывается изоморфной 
[image: image56.wmf].
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 Другой интерпретацией этой теории служит аддитивная группа четных чисел. Одназначная теория характеризует евклидово пространство 
[image: image57.wmf]n
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 данной размерности n. Однако большинство современных математических теорий (теории упорядоченных множеств, топологических пространств, групп, пространств с мерой и т.п.) существенно многозначны. 

Замечание 6.12. Это означает, что фактически существует лишь одно множество действительных или натуральных чисел, а также одна евклидова геометрия данной размерности. В то же время имеются совершенно разные (т.е. не изоморфные между собой) упорядоченные множества, группы, топологические пространства и т.п. К примеру, в теории групп можно рассматривать теории коммутативных (абелевых) и некоммутативных групп, конечных и бесконечных групп и т.д., существенно различающиеся по своим свойствам.  
Замечание 6.13. Одназначность структуры означает, что соответствующие аксиомы характеризуют рассматриваемый математический объект с точностью до изоморфизма. Исключение из нее хотя бы одной аксиомы (при условии их независимости) приведет к получению многозначной структуры. В частности, исключив из аксиом структуры действительных чисел аксиому непрерывности, мы получим структуру упорядоченного архимедова поля XE "поле:архимедово" , которая многозначна. В частности, ее аксиомам помимо 
[image: image58.wmf]¡

 удовлетворяет также не изоморфное ему множество рациональных чисел. Как заметил Рольф Неванлинна: "Важная роль принципа изоморфизма заключается в том, что он позволяет передать заданное положение вещей на различных языках". Фактически, изоморфные структуры представляют собой одну и ту же структуру, описанную на различных языках. Вспомним, что всё здание Математики у нас базируется на Этаже 1, связанном с языковыми конструкциями. 

Замечание 6.14. Мы уже отмечали два способа задания множества (см. Этаж 2): с помощью его прямого построения (конструктивный подход) и путем задания свойства, в полной степени характеризующего элементы именно этого множества (аксиоматический подход). При этом предпочтение отдавалось конструктивному способу, при котором мы не просто задаем интересующий нас объект, но и получаем реальный алгоритм его нахождения. В то же время отмечалось, что неконструктивный подход также имеет право на существование, поскольку он отличается более широкой областью применимости. С позиций теории структур мы получаем дополнительный аргумент в пользу аксиоматического подхода. Действительно, на этом пути выявляется полный перечень свойств, характерных для данной предметной области. Естественно, основная цель математического исследования состоит в получении как можно более обширной информации об исследуемом математическом объекте. В том же случае, когда нам удастся охарактеризовать его как однозначную математическую структуру, мы как раз и получаем полный набор свойств, характеризующих данный объект.  

Общая теория структур свидетельствует о наличии глубокой связи между, казалось бы, совершенно разными математическими дисциплинами. Мы в еще большей степени укрепимся в этом мнении, перейдя в следующую секцию, где рассматриваются категории, постоянно сопутствующие нам на протяжении предшествующих этажей.
[image: image127.wmf]
СИНТЕЗ

Секция II
КАТЕГОРИИ
Новый результат мы ценим в том случае,

 если, связывая воедино элементы давно известные,

 но до тех пор рассеянные

 и казавшиеся чуждыми друг другу,

 он внезапно вводит порядок там,

 где до тех пор царил, по-видимому, хаос.

Анри ПУАНКАРЕ
M. C. Escher's "Colonnade of St.Peter's in Rome"( Cordon – Art – Baarn – Holland. All rights reserved.

Категории – это выражения, которые ни в коей мере не означают чего-то сложного.

АРИСТОТЕЛЬ

В предшествующей блоке мы убедились в том, что, казалось бы, совершенно разные математические объекты могут быть описаны единообразно. Дальнейшая унификация математического аппарата осуществляется с помощью теории категорий XE "теория:категорий" , в некотором смысле венчающей здание Математики. Основополагающим понятием здесь является категория, связанная с двумя специфическими классами. Элементы первого из них называются объектами, а второго – морфизмами. Объектами важнейших категорий, встречающихся на практике, служат множества, наделенные той или иной структурой, а соответствующими морфизмами оказываются преобразования, сохраняющие рассматриваемую структуру. 
Секция состоит из трех подсекций. В Подсекции 1 дается общее определение категории, рассматриваются многочисленные примеры категорий, а также описываются переходы от одних категорий к другим. В Подсекции 2 даются определения различных теретико-категорных конструкций, представляющих собой категорные аналоги соответствующих теоретико-множественных конструкций. Наконец, в заключительной Подсекции 3 приводятся наброски описаний математических объектов средствами теории категорий.  
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Подсекция 1
КАТЕГОРИИ

Один из величайших триумфов математики состоит в открытии того, что представляет собой математика в действительности.

         Бертран РАССЕЛ

Множества и связывающие их операторы представляют собой некий универсум, в рамках которого может развиваться математический аппарат. При рассмотрении множеств, обладающих некоторой структурой, естественнее проводить исследования на основе более специального универсума, предоставляющего более богатый инструмент для исследования. Это могут быть упорядоченные множества с определенными на них монотонными операторами, группы с соответствующими гомоморфизмами, топологические пространства с непрерывными операторами и др. Отталкиваясь от этих понятий можно дать общее определение категории как некоторой совокупности объектов и морфизмов, подчиненных некоторым дополнительным условиям. В настоящей подсекции дается общее определение категории и приводятся многочисленные примеры категорий.

Подсекция включает в себя три комнаты. В Комнате 6.3 приводится определение категории и рассматриваются примеры конкретных категорий, в основе которых лежат множества, наделенные некоторой структурой, и операторы, сохраняющие эту структуру. Однако определение категории является столь общей, что ему удовлетворяют и такие объекты и морфизмы, которые не связаны с какой-либо структурой (см. Комната 6.4). Наконец, в Комнате 6.5 определяются функторы, позволяющие реализовать переход от одной категории к другой.

Последующая секция посвящена разработке общего теоретико-категориального аппарата, получаемого при распространении важнейших теоретико-множественных конструкций на категории общего вида.
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Комната 6.3. Категории
Математика – это искусство давать различным вещам одинаковые названия.

       Анри ПУАНКАРЕ 
Вспомним некоторые положения теории множеств (см. Этаж 2). Очевидно, любым двум множествам X и Y можно поставить в соответствие некоторое (возможно, пустое) семейство операторов H(X,Y) с областью определения X и областью значений Y. При этом для любых двух операторов A:X(Y и B:Y(Z (последовательных операторов) определена их композиция BA из семейства операторов H(X,Z). 
Замечание 6.15. Семейство H(X,() считается пустым для любого непустого множества X. Семейство H((,Y) состоит из единственного элемента, который представляет отображение пустого множества в пустое подмножество Y, если оно не пусто, и тождественное отображение пустого множества в противном случае.
Далее, как известно, композиция операторов ассоциативна в том смысле, что для любых трех последовательных операторов A, B и C справедливо равенство C(BA)=(CB)A. Кроме того, для любого множества X определен единичный оператор Ex такой, что для любых операторов A с областью определения X и B с областью значений X справедливы равенства AEX = A и EXB = B. Оператор A:X(Y обратим, т.е. является биекцией, если существует такой оператор A-1:Y(X,  что A-1A = EX, AA-1 = EY. В этом случае множества X и Y равномощны и обладают одинаковыми теоретико-множествами свойствами, т.е. неразлечимы в рамках теории множеств. Множества и операторы составляют некоторый универсум, в рамках которого можно проводить теоретико-множественных рассуждения. При описании других математических теорий требуется привлекать собственный понятийный аппарат, т.е. проводить анализ на базе других универсумов. В результате мы приходим к фундаментальному понятию категории. 
Определение 6.4. Категория XE "категория"  состоит из объектов и морфизмов (или стрелок) при выполнении следующих условий:

1) любой морфизм A имеет началом некоторый объект X и концом некоторый объект Y;
2) любым объектам X и Y соответствует некоторая совокупность морфизмов с началом X и концом Y;
3) для любых морфизмов A с началом X и концом Y и B с началом Y и концом Z определена их композиция A(B с началом X и концом Z;

4) справедливо равенство (A(B)(C=A((B(C), если соответствующие композиции имеют смысл;

5) для любого объекта X существует такой морфизм EX, что для любого морфизма A с началом X справедливо равенство EX(A=A, а для любого морфизма B с концом X справедливо равенство B(EX =B.
Согласно этому определению (см. Рис. 6.15) каждая категория Г обладает совокупностями объектов Ob Г и морфизмов Mor Г. Любой паре объектов XE "объект:категории"  Х и Y соответствует (возможно, пустое) совокупность параллельных морфизмов XE "морфизм:категории"  H(X,Y) с началом Х и концом Y. При необходимости здесь используется более полное обозначение HГ(X,Y), т.е. указывается категория, к которой относятся рассматриваемые объекты и морфизмы. Любой морфизм А принадлежит конкретному классу H(X,Y), имея начало XE "начало:морфизма"  Х и конец XE "конец:морфизма"  Y. Если даны последовательные морфизмы XE "морфизмы:последовательные"  в том смысле, что конец первого из них совпадает с началом второго, то определена их композиция – морфизм, имеющий своим началом начало первого морфизма, а концом – конец второго морфизма. Для любых трех последовательных морфизмов их композиция ассоциативна. Наконец, для каждого объекта существует единичный морфизм XE "морфизм:единичный" , композиция которого с любым морфизмом как справа, так и слева дает последний.

Замечание 6.24. Теория категорий оперирует, вообще говоря, с большими совокупностями объектов и морфизмов. С позиций аксиоматической теории множеств (см. Этаж 2) совокупности объектов и морфизмов категории, вообще говоря, является классами, а не множествами. Категория, в которой объекты и морфизмы составляют множества, называются малыми. В противном случае категория называется большой. Категория – локально малая, если для любой пары объектов соответствующая ей совокупность морфизмов является множеством. 
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Рис. 6.15. Определение категории.

Замечание 6.25. Очевидно, существует взаимно однозначное соответствие между объектами категории и связанными с ними единичными морфизмами. В этой связи для определения категории достаточно было бы описать лишь класс ее морфизмов с соответствующим набором свойств. К примеру, в определении малой категории достаточно потребовать, чтобы совокупность всех морфизмов категории было множеством.
Замечание 6.26. Композиция не является операцией в классе морфизмов (как и для операторов). Она имеет смысл лишь для последовательных, а не для произвольных морфизмов. Выполнение композиции последовательных морфизмов традиционно осуществляется в порядке их записи в отличие от противоположной записи для операторов.

Очевидно, множества и действующие на них операторы образуют категорию, которая называется категорией множеств и обозначается через Set. 
Замечание 6.27. Отметим принципиальное отличие между теоретико-категорным и теоретико-множественным подходами. В теории множеств множество определяется своей внутренней структурой, т.е. составляющими его элементами (см. Этаж 2). В теории категорий объект характеризуется не своей внутренней структурой, о которой ничего не известно, а связями с другими объектами той же категории. 
Замечание 6.28. Естественным образом можно определить также категорию конечных множеств и категорию непустых множеств, объектами которых являются всевозможные конечные и непустые множества, а морфизмами – операторы, действующие на таких множествах. Отметим также категорию множеств с отмеченными точками Setp, объектами которой являются пары (X,x), где X – некоторое множество, а x – его точка. При этом совокупность морфизмов H((X,x),(Y,y)) состоит из всевозможных операторов A:X(Y таких, что Ax=y. Эта категория будет рассмотрена также в Комнате 6.5 при определении функтора дифференцирования. Кстати, множество с отмеченной точкой можно интерпретировать как универсальную алгебру с единственной операцией нулевого порядка (см. Блок B). 
Рассмотрим другие примеры категорий, связанных с рассмотренными ранее объектами. 

Пример 6.13. Категория частично упорядоченных множеств XE "числа:действительные" . Категория Ord состоит из частично упорядоченных множеств и действующих на них монотонных операторов (см. Рис. 6.16). Очевидно, композиция монотонных операторов оказывается монотонным оператором. Единичный оператор также является монотонным, а значит, оказывается единичным морфизмом. Естественным образом можно определить также категорию предупорядоченных множеств, категорию решеток и др. (
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Рис. 6.16. Монотонные операторы как морфизмы.

Замечание 6.29. При выборе морфизмов для уже имеющегося класса объектов решающим шагом является определение их композиции с соответствующим набором свойств.
Пример 6.14. Категория универсальных алгебр XE "категория:универсальных алгебр"  сигнатуры Т имеет в качестве объектов универсальные алгебры данной сигнатуры, а в качестве морфизмов – соответствующие гомоморфизмы. Очевидно, композиция гомоморфизмов и единичный оператор являются гомоморфизмами (см. Рис. 6.17). В зависимости от вида сигнатуры получаются различные частные случаи категории универсальных алгебр – категория моноидов Mon, категория групп Grp, и т.д. В частности, категория векторных пространств XE "категория:линейных пространств"  Vect состоит из всевозможных векторных пространств и линейных операторов. (
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Рис. 6.17. Гомоморфизмы как морфизмы.

Пример 6.15. Категория топологических пространств XE "категория:топологических пространств"  Top включает в себя всевозможные топологические пространства и непрерывные операторы. При этом композиция непрерывных операторов и единичный оператор непрерывны (см. Рис. 6.18). Категория метрических пространств XE "категория:метрических пространств"  Met характризуется метрическими пространствами и изометрическими отображениями, причем композиция изометрических операторов и единичный оператор изометричны. (
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Рис. 6.18. Непрерывные операторы как морфизмы.

Замечание 6.30. Одни и те же объекты могут соответствовать различным категориям. В частности, множества общего вида (т.е. не наделенные какой-либо структурой) могут быть объектами не только категории множеств Set, но и категории множеств с соответствиями (см. Пример 6.23). Топологические пространства являются также объектами качественно иной категории (см. последующая комната). Для метрических пространств в качестве морфизмов могут быть выбраны всевозможные липшиц-непрерывными отображениями или операторы сжатия. Любой категории также можно сопоставить двойственную категорию, которая также отличается от исходной лишь морфизмами (см. Комната 6.5).
Пример 6.16. Категория измеримых пространств XE "категория:измеримых пространств"  включает в себя измеримые пространства и измеримые операторы, а категория пространств с мерой XE " категория:пространств с мерой"  Mes – пространства с мерой и отображения, сохраняющие меру. Естественно, композиция операторов, сохраняющих меру, и единичный оператор сами сохраняют меру (см. Рис. 6.19). (
Замечание 6.31. Можно естественным образом ввести также категории для смешанных объектов. В частности, категория топологических групп Topgr состоит из топологических групп и непрерывных гомоморфизмов, категория топологических векторных пространств XE "категория:линейных топологических пространств"  Tvp – топологических векторных пространств и линейных непрерывных операторов, категория нормированных векторных пространств XE "категория:линейных нормированных пространств"  Nvp (соответственно, банаховых пространств Ban XE "категория:банаховых пространств" ) – из нормированных векторных (соответственно, банаховых) пространств и операторов, сохраняющих норму, категория гильбертовых пространств XE "категория:гильбертовых пространств"  Hil – из гильбертовых пространств и унитарных операторов, категория гладких многообразий Man – из гладких многообразий и гладких отображений.
Естественный способ построения новых категорий, исходя из уже имеющихся, связан с понятием произведения категорий.
Определение 6.5. Произведением категорий Г и ( называется категория, объектами которой являются пары (X,Y), где X(ObГ, Y(Ob(, а морфизмами – пары (A,B), где A(MorГ, B(Mor(, причем композиция морфизмов характеризуется равенством (A,B)((A',B') = (A(A',B(B'), а единичный морфизм объекта (X,Y) определяется по формуле E(X,Y)=(EX,EY). 
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Рис. 6.19. Операторы, сохраняющие меру, как морфизмы.

Все приведенные примеры соответствуют конкретным категориям, объектами которых являются множества, наделенные какой-либо структурой, т.е. носители структуры, а XE "носитель:структуры"  морфизмами – преобразования множеств, сохраняющие рассматриваемую структуру, т.е. морфизмами данной структуры (см. предшествующую секцию и Таблицу 6.1). Композиция морфизмов при этом состоит в последовательном действии соответствующих операторов, а единичный морфизм – единичным оператором для того или иного множества. 
Замечание 6.32. Строгое определение конкретной категории будет дано в Комнате 6.5.
Большинство категорий, встречающихся на практике, являются структуризованными. Однако, определение категории является чрезвычайно общим, вследствие чего этому определению удовлетворяют так называемые неконкретные категории, в которых, в частности, уже не удается интерпретировать объекты, как множества, наделенные структуры. Если же объекты таких категории обладают структурой, то морфизмы не являются преобразованиями, сохраняющими эту структуру.   

Таблица 6.1. Объекты и морфизмы категории.

	категория
	объекты
	морфизмы

	Set
	множества
	операторы

	Ord
	частично упорядоченные множества
	монотонные операторы

	Mon
	моноиды
	гомоморфизмы моноидов

	Grp
	группы
	гомоморфизмы групп

	Vect
	векторные пространства
	линейные операторы

	Top
	топологические пространства
	непрерывные операторы

	Met
	метрические пространства
	изометрические отображения

	Mes
	пространства с мерой
	отображения, сохраняющие меру

	Topgr
	топологические группы
	непрерывные гомоморфизмы

	Tvp
	топологические векторные пространства
	линейные непрерывные операторы

	Man
	гладкие многообразия
	гладкие отображения


Комната 6.4. Неконкретные категории
Мне кажется, что допущение о существовании таких объектов столь же законно, как и допущение о существовании физических объектов, и что имеется не меньше оснований верить в их существование.

Курт ГЁДЕЛЬ

Прежде всего, отметим, что категории естественным образом связаны с графами.

Пример 6.17. Категория над графом XE "категория:над графом" . Рассматривается некоторый ориентированный граф М, т.е. множество элементов, называемых вершинами, и множество пар вершин, называемых дугами (см. Рис. 6.20). Категория над графом Graph(M) имеет в качестве своих объектов всевозможные вершины графа, а в качестве морфизмов – дуги от одной вершины к другой. Композиция морфизмов здесь состоит в последовательном прохождении соответствующих двух дуг, а единичный морфизм представляет собой тривиальный путь от данной вершины к ней же (петля). Очевидно, все свойства категории здесь выполняются. (
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Рис. 6.20. Категория над графом.
Замечание 6.33. В принципе, любую категорию можно интерпретировать, как категорию над некоторым графом. При этом любой объект понимается как вершина какого-то графа, а морфизм – как путь, соединяющий соответствующие вершины. Однако при достаточно большой (даже конечной) мощности классов объектов и морфизмов подобная интерпретация теряет наглядность и становится не эффективной. Мы сталкиваемся здесь с двумя, казалось бы, разными понятиями – категорией общего вида и категорией над графом. Однако в действительности разница здесь лишь в языке представления рассматриваемого математического объекта (см. Таблица 6.2).
Таблица 6.2. Категорно-графовый словарь

	теория категорий
	теория графов

	категория
	граф

	объект
	вершина

	морфизм
	дуга

	единичный объект
	петля

	композиция
	путь

	двойственная категория
	двойственный граф

	конечная категория
	конечный граф

	изоморфные объекты
	изоморфные графы


Интерпретация категории в виде графа позволяет наглядно иллюстрировать законы теории категории в виде диаграмм. В частности, на Рис. 6.21 представлены диаграммы, характеризующие понятия композиции, ассоциативности и единичного элемента. Особенностью этих изображений является свойство коммутативности диаграмм: все пути от одной вершины графа к другой приводят к одному и тому же результату.  
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Рис. 6.21. Коммутативные диаграммы.

Интересно, что любому множеству можно поставить в соответствие некоторую весьма специфическую категорию.

Пример 6.20. Дискретная категория XE "категория:дискретная" . Пусть М есть произвольное множество. Определим дискретную категорию над M, обозначаемую через Dis(М) (см. Рис. 6.22). Ее объектами будут все элементы множества М, т.е. Ob Dis(M) = M. Для любого х(М множество Н(х,х) считается состоящим из единственного элемента Ех, являющегося единичным морфизмом. Для любых различных элементов х и у множество Н(х,у) предполагается пустым. При этом справедливость последних трех аксиом в Определении 6.4 очевидна. Любое множество М задает дискретную категорию. С другой стороны, любая категория с классом морфизмов, состоящим исключительно из единичных морфизмов, определяет конкретное множество (объектов этой категории), дискретной категорией над которым оно является. Тем самым устанавливается взаимно однозначное между объектом М категории множеств и дискретной категорией Dis(М). (
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Рис. 6.22. Дискретная категория.

Замечание 6.34. Фактически дискретная категория и определяющее ее множество представляют собой две интерпретации одного и того же математического объекта. Данная ситуация весьма характерна для Математики вообще, а для теории категорий в особенности (см. последующие примеры, а также утверждение Пуанкаре в начале предшествующей комнаты). 

В отличие от рассмотренных ранее примеров объектами дискретной категории являются не структуризованные множества (и даже не множества вообще), а элементы некоторого множества М. Однако существуют еще более простые категории, не связанные с какой-либо структурой. 

Пример 6.21. Категория 1. Рассмотрим простейшую категорию, имеющую единственный объект. Поскольку согласно Определению 6.4 для любого объекта категории должен существовать единичный морфизм, таковой должен существовать и в данном случае. Очевидно, ограничившись этим единственным морфизмом, мы получаем категорию, являющуюся частным случаем дискретной и обозначаемую 1. (
 Пример 6.21. Категория 2. Простейшей категорией, включающей два объекта, является соответствующая дискретная категория, содержащая два единичных морфизма. Рассмотрим на этом множестве объектов категорию 2, которая помимо единичных включает в себя еще один морфизм, имеющий своим началом первый объект, а концом – второй объект. Для первого единичного морфизма композиция возможна либо с собой, либо с единственным неединичным морфизмом, поскольку только они имеют своим началом первй объект. Оставшиеся два морфизма могут иметь композицию лишь со вторым единичным морфизмом, поскольку только он имеет своим началом второй объект. Ассоциативность композиции при этом следует из определения единичного морфизма. Данная категория обозначается через 2. (
Замечание 6.35. Категория называется конечной, если она содержит лишь конечное множество морфизмов. К конечным относятся категории 1, 2 и их естественные обобщения. Можно ввести также пустую категорию 0, которая не имеет объектов. Ее можно интерпретировать также как дискретную категорию над пустым множеством. 
Приведем некоторые дополнительные категории, не связанные с какими-либо структурами. 
Пример 6.22. Категория матриц. Объектами здесь являются всевозможные натуральные числа, а множество морфизмов с началом m и концом n состоит из всевозможных матриц порядка m(n. Если имеется два последовательных морфизма, например, матрицы А порядка l(m и В порядка m(n, то их композицией является произведение матриц АВ, которое является матрицей порядка l(n. Ее ассоциативность следует из ассоциативности матричного умножения, а единичным морфизмом для объекта m является единичная матрица порядка m. (
Пример 6.23. Категория множеств с соответствиями XE "категория:множеств с соответствиями" . Объектами данной категории служат обычные множества, а морфизмами – соответствия между этими множествами. Рассмотрим два морфизма 
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 назовем следующее соответствие между множествами X и Z (см. Рис. 6.23)
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Определенная таким образом композиция оказывается ассоциативной. В качестве единичного морфизма ЕХ выбирается диагональ множества Х2, т.е. отношение 
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 (см. Рис. 6.24). (
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Рис. 6.23. Композиция морфизмов категории множеств с соответствиями.
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Рис. 6.24. Единичный морфизм категории множеств с соответствиями.

Пример 6.24. Категория топологических пространств с классами гомотопных отображений. Топологические пространства являются объектами еще одной интересной категории. В основе определения их морфизмов лежит понятие гомотопии. Гомотопия на топологических пространствах X и Y, представляет собой семейство непрерывных преобразований Ft : X ( Y, где  t([0,1]. Операторы A и B, связывающие рассматриваемые пространства называются гомотопными, если существует такая гомотопия {Ft}, что F0 = A и F1 = B. Можно показать, что классы гомотопных операторов, связывающих два топологические пространства, удовлетворяют всем требованиям, предъявляемым к морфизмам категории. Хотя объекты рассматриваемой категории являются множества, наделенные структурой (топологией), морфизмами здесь оказываются не операторы, сохраняющие структуру (непрерывные операторы), а целые классы операторов. (   
Замечание 6.36. В Подсекции 3 приведены другие примеры неконкретных категорий. Можно определить также категории, относящиеся к информатике (здесь объектами являются информационные состояния, а морфизмами – алгоритмы перехода от одних таких состояний к другим), к логике (в качестве объектов можно выбрать высказывания, а в качестве морфизмов – логические рассуждения, позволяющие перейти от одних высказываний к другим), в физике (объектами являются состояния, а морфизмами – процессы перехода от одних физических состояний к другим).
Ранее отмечалось, что множества и действующие на них операторы образуют некий универсум для проведения теоретико-множественных рассуждений. В принципе, каждая категория является универсумом для определенных математических рассуждений. Познакомившись с различными примерами категорий, обратимся теперь к способам перехода от одних категорий к другим.
Комната 6.5. Функторы

Несмотря на проницательность критической мысли – а может быть, благодаря ей – мы теперь гораздо меньше, чем наши предшественники, уверены в тех глубинных устоях на которых покоится математика.

                Герман ВЕЙЛЬ

Эффективность теории категорий в значительной степени обусловлена возможностью установления естественных связей между различными категориями.

Определение 6.6. Даны категории Г и (. Пара отображений F:ObГ(Ob( и F:MorГ(Mor( образует функтор XE "функтор"  F:Г((, если для любого объекта Х из Г справедливо равенство F(EX) = EF(X) и F(A(B) = F(A)(F(B) для любых последовательных морфизмов А,В из Г. Если последнее условие заменено на F(A(B) = F(B)(F(A), то F называется кофунктором XE "кофунктор" .

Функтор и кофунктор переводят объект в объект, морфизм – в морфизм, единичный морфизм – в единичный морфизм, а композицию морфизмов – в композицию морфизмов. При этом функтор F переводит морфизм А(Н(Х,Y) в морфизм F(А)(Н(F(Х),F(Y)), а кофунктор G – в морфизм G(А)(Н(G(Y),G(X)) (см. Рис. 6.25). 
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Рис. 6.25. Функтор и кофунктор.
Замечание 6.37. Впервые функторы начали рассматривать в алгебраической топологии, в которой топологическим пространствам сопоставляются некоторые алгебраические объекты (например, фундаментальная группа), а непрерывным отображениям – гомоморфизмы между этими объектами. 

В определенном смысле функторы выполняют ту же роль по отношению к категориям, которую морфизмы играют по отношению к объектам. Простейшим примером функтора является постоянный функтор FY:Г((, сопоставляющий произвольному объекту категории Г фиксированный объект Y категории (, а произвольному морфизму Г – единичный морфизм EY. Тривиальным примером функтора, действующего из категории Г в нее же, является единичный функтор E:Г(Г, характеризуемый равенствами

E(X) = X (X(ObГ, E(A) = A (A(MorГ
и сохраняющий неизменным действие композиции. Его аналогом служит единичный кофунктор, также оставляющий неизменными все объекты, но меняющий местами начало и конец морфизмов категории и порядок действия композиции. Однако в отличие от единичного функтора он переводит рассматриваемую категорию не в себя, а в соответствующую двойственную категорию, которая определяется ниже.  
Определение 6.7. Двойственной категорией XE "категория:двойственная"  к категории Г называется такая категория  Г*, для которой объекты и морфизмы – те же, что для исходной категории, причем HГ*(Y,X) = HГ(X,Y) для любых объектов Х и Y, а композиции B(A морфизмов категории Г соответствует композиция морфизмов A(B категории Г*.

Итак, любой объект исходной категории остается и объектом двойственной категории, любой морфизм исходной категории интерпретируется как морфизм двойственной категории при перемене местами его начала и конца, а порядок действия композиции меняется на противоположный. Если М есть некоторый ориентируемый граф, которому соответствует категория Graph(M), то двойственная к ней категория определяется двойственным графом M*, в котором все вершины – те же, что и у М, а все пути получаются за счет обращения путей из М (см. Рис. 6.26). Таким образом, единичный кофунктор действительно переводит данную категорию в двойственную к ней (см. Рис. 6.27).
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Рис. 6.26. Двойственная категория над графом.
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Рис. 6.27. Единичный кофунктор связывает данную категорию с двойственной.

Пример 6.25. Дискретная категория. Очевидно, двойственная категория к любой дискретной категории совпадает с исходной категорией (см. Рис. 6.28). Действительно, в дискретной категории существуют лишь единичные морфизмы. Меняя их направление на противоположное, мы получаем те же морфизмы. Естественно, такая ситуация возможно исключительно в двойственной категории. (
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Рис. 6.28. Дискретная категория самодвойственна.

Замечание 6.38. Содержательные примеры двойственных категорий дают структуры, в которых мы явным образом сталкивались с понятием двойственности. В частности, для категории множеств с соответствиями (см. Пример 6.23) каждый морфизм класса H(X,Y) представляет собой соответствие между множествами X и Y. Под действием единичного кофунктора он преобразуется в двойственное соответствие, которое будет морфизмом двойственной категории (см. Рис. 6.29). В Подсекции 3 будут определены категории над моноидом и над предупорядоченным множеством. Соответствующими двойственными категориями будут категории над двойственным моноидом и над двойственным предупорядоченным множеством.
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Рис. 6.29. Двойственная категория множеств с соответствиями.

Замечание 6.39. Кофунктор F : Г ( ( совпадает с функтором F: Г*((. Таким образом, кофункторы можно свести к функторам, действующим на двойственной категории.

Два высказывания, понятия, свойства и т.д. категории называются двойственными XE "высказывание:двойственное" , если одно из них переходит в другое в двойственной категории. Если высказывание, понятие, свойство совпадает с соответствующим двойственным высказыванием, то оно называется самодвойственным XE "высказывание:самодвойственное" .

Замечание 6.40. При переходе к двойственному высказыванию сохраняется логическая структура высказывания с заменой всех стрелок на противоположные и выполнением композиции морфизмов в обратном порядке. Для исследования двойственного понятия или свойства достаточно перейти в двойственную категорию и воспользоваться свойствами исходного понятия. С многочисленными примерами двойственных понятий мы сталкивались, например, в теории упорядоченных структур. 
Продолжаем рассмотрение функторов. Для любых множеств M, M' оператор F:M(M' определяет функтор F : Dis(M) ( Dis(M'), связывающий соответствующие дискретные категории. Можно определить функтор из категории конечных множеств в категорию моноидов, который переводит произвольное конечное множество в свободный моноид, алфавитом которого являются элементы рассматриваемого множества (см. Блок B).
С помощью функторов можно уточнить определение конкретной категории. Прежде всего, функтор F : Г ( ( называется строгим, если для любых объектов X и Y из Г отображение F: HГ(X,Y) ( H((F(X),F(Y)) является инъекцией. Категория – конкретна, если она обладает строгим функтором в категорию множеств. В частности, для любой конкретной категории, можно определить стирающий функтор, который сопоставляет объекту категории, т.е. множеству, наделенному структурой данной категории (группе, топологическому пространству и т.п.), носитель данной структуры, т.е. само это множество. Кроме того, любому морфизму категории, т.е. оператору, сохраняющему рассматриваемую структуру (гомоморфизму групп, непрерывному оператору и т.п.), сопоставляется тот же самый оператор, связывающий соответствующие носители структуры и являющийся морфизмом категории множеств. Естественно, такой стирающий функтор является строгим. Категория называется неконкретизируемой, если не существует строго функтора из неё в категорию множеств. Это относится, например, к категории топологических пространств с классами гомотопных отображений.
Замечание 6.41. В определении строгого функтора предполагается, что рассматриваемые категории являются локально малыми. 
Строгий функтор может «забыть» не всю структуру, а лишь ее часть, например, переводя категорию колец в категорию групп, т.е. осуществляет переход от более богатой структуры к более бедной. Однако зачастую рассматривают противоположную ситуацию, что связано с понятием подкатегории.
Определение 6.8. Категория ( называется подкатегорией XE "подкатегория"  категории Г, если существует функтор вложения из ( в Г, т.е. справедливы вложения Ob ( ( Ob Г,  Mor ( ( Mor Г, причем композиция морфизмов в ( совпадает с композицией тех же морфизмов в Г, а единичный морфизм объекта из ( – с его единичным морфизмом в Г. Подкатегория называется полной XE "подкатагория:полная"  при выполнении соотношения H((X,Y) = H((X,Y) для всех X и Y из Ob (.
Замечание 6.42. Если ( есть подкатегория категории Г, то используется запись ((Г. На множестве всевозможных категорий бинарное отношение ( является порядком.

Полные подкатегории определяются исключительно объектами, поскольку все морфизмы в них сохраняют тот же смысл, что и в исходной категории (см. Рис. 6.30). Они получаются обычно при выделении класса объектов, обладающих каким-либо дополнительным свойством. При построении неполной конкретной подкатегории объекты могут (но не обязательно) наделяться дополнительной структурой, а в качестве морфизмов подкатегории выбираются такие морфизмы исходной категории, которые сохраняют введенную структуру.
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Рис. 6.30. Полная и неполная подкатегории категории над графом.

Замечание 6.43. Принципиальное различие подной и неполной подкатегории отчетливо видно на примере категорий над предупорядоченными множествами (см. Комната 6.10).
Пример 6.27. Дискретная категория. В дискретной категории все морфизмы – единичные. Для перехода к ее какой-либо подкатегории устранять эти морфизмы, сохраняя связанные с ними объекты, нельзя, поскольку каждому объекту должен соответствовать единичный морфизм. Таким образом, любая подкатегория дискретной категории является полной, причем опять-таки дискретной (см. Рис. 6.31).
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Рис. 6.31. Подкатегории дискретной категории является полной.

Пример 6.28. Категория множеств. К числу теоретико-множественных свойств относятся, например, непустота, конечность, несчетность. Соответственно, получаются полные подкатегории Set – категории соответственно, непустых, конечных и несчетных множеств. Их объектами являются указанные классы множеств, а морфизмами – операторы, действующие на этих множествах. Поскольку морфизмы в этих категориях совпадают с морфизмами категории множеств, мы действительно имеем дело с полной подкатегорией. Если же на объектах рассматриваемой категории (т.е. на множествах) ввести дополнительную структуру (порядок, операции, топологию, меру и др.), а в качестве морфизмов выбрать такие операторы (морфизмы исходной категории), которые сохраняют дополнительную структуру, то получаются подкатегории категории множеств, не являющиеся полными. С другой стороны, категория множеств является неполной подкатегорией категории множеств с соответствиями, поскольку при совпадении классов объектов последняя имеет существенно более широкий класс морфизмов. (
Пример 6.29. Категория предупорядоченных упорядоченных множеств. XE "категория:упорядоченных множеств"  Она включает в себя полные подкатегории частично упорядоченных множеств, линейно упорядоченных, вполне упорядоченных (у них у всех морфизмами являются морфизмы исходной категории, т.е. монотонные операторы). Примером ее неполной подкатегории может служить категория упорядоченных групп XE "категория:упорядоченных групп" . Она получается при наделении объектов исходной категории (предупорядоченных множеств) дополнительной структурой группы, согласованной с порядком (см. Этаж 5), причем соответствующие морфизмы должны сохранять не только порядок, но и структуру группы. (
Пример 6.30. Категория группоидов. XE "категория:группоидов"  Ее полными подкатегориями являются категории коммутативных группоидов и полугрупп. Действительно, переход от группоиду к полугруппе или к коммутативному группоиду связан не с введением дополнительной структуры, а с наделением объектов категории дополнительным свойством – ассоциативностью или коммутативностью операции. Таким образом, отпадает необходимость усиливать свойства морфизмов, а значит, мы действительно имеем дело с полной подкатегорией. Определяя на полугруппах единицу, мы получаем категорию моноидов XE "категория:моноидов" , которая не является полной, так как фиксация единицы представляет собой операцию нулевого порядка, а значит, дополнительную структуру. Также неполной является подкатегория категории моноидов – категория групп XE "категория:групп"  (добавилась еще одна операция – взятие обратного элемента). Соответственно, не всякий морфизм категории моноидов, связывающий две группы, будет морфизмом (гомоморфизмом) категории групп. Так, морфизм категории моноидов не обязан сохранять имеющуюся на группах (но не на моноидов общего вида) операцию первого порядка. К числу полных подкатегорий категории групп можно отнести категории коммутативных групп и конечных групп. Вводя на коммутативных группах дополнительную операцию – умножение на скаляр при выполнении некоторых дополнительных свойств (см. Этаж 4, Блок В), получаем подкатегорию векторных пространств. Естественно, она не будет полной, поскольку ее морфизмами являются не всякие гомоморфизмы групп, а лишь линейные операторы, т.е. морфизмы исходной категории, сохраняющие линейную структуру. Другой (также не полной) подкатегорией категории групп является категория колец, объекты которой наделены второй бинарной операцией. Вводя на объектах категории групп дополнительные свойства, можно получить подкатегории упорядоченных или топологических групп. (
Пример 6.31. Категория топологических пространств XE "категория:топологических пространств" . Наделяя тополгоическое пространство некотором свойствам (см. Блок C), приходим к полным подкатегориям категории Top,  например, к категориям дискретных, связных, компактных, сепарабельных, отделимых топологических пространств. Их морфизмами являются непрерывные операторы, т.е. морфизмы исходной категории. Неполной подкатегорией топологических пространств оказывается категория метрических пространств XE "категория:метрических пространств" , объекты которой наделены дополнительной метрической структурой. Подкатегорией категории метрических пространств будет категория нормированных векторных пространств, которая является также подкатегорией (тоже не полной) категории топологических векторных пространств – подкатегории как векторных, так и топологических пространств. Категория банаховых пространств является полной подкатегорией категории нормированных векторных пространств. Оно связана с наделением объектов последней дополнительным метрическим свойством – полнотой (не путать полноту пространства с полнотой подкатегории!). Категория гильбертовых пространств образунт неполную подкатегорию категории рефлексивных банаховых пространств подкатегории банаховых пространств. Сама категория топологических пространств является неполной подкатегорией категории измеримых пространств. Другой полной подкатегорией последней является категория пространств с мерой. ( XE "категория:измеримых пространств" 
Замечание 6.44. Строгий функтор реализует переход от подкатегории к категории. Переход к неполной подкатегории может быть связан не только с наделением объектов категории дополнительной структурой, но и с дополнительными свойствами морфизмов категории (см. последующая Комната). 
Установление иерархии категорий позволяет в лучшей степени понять природу математических свойств и легче ориентироваться в здании Математики.
Рассмотрим дополнительные примеры функторов.

Пример 6.32. Кофунктор на категории множеств с биекциями. Рассматривается категория Г, объектами которой служат всевозможные множества, а морфизмами – связывающие их биекции, если таковые существуют. Определим отображение F:Г(Г, полагая F(X)=X для произвольного множества X. Для любого морфизма A, связывающего объекты Х и Y, т.е. для биекции A:X(Y полагаем F(A)=A-1. Очевидно, для любого единичного морфизма EX (единичного оператора на множестве X) справедливо равенство F(EX)=EX=EF(X)  Пусть теперь заданы два последовательных морфизма, т.е. некоторые биекции A:X(Y и B:Y(Z. Их композицией A(B является биекция BA:X(Z. Тогда справедливы равенства: F(A)=A-1, F(B)=B-1. В результате получаем (см. Рис. 6.32) 
F(A(B) = (A(B)-1 = (BA)-1 = A-1B-1 = B-1(A-1 = F(B)(F(A).
Таким образом, отображение F действительно является кофунктором на категории Г. (
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Рис. 6.32. Кофунктор на категории множеств с биекциями.
Пример 6.33. Кофунктор на категории подмножеств с вложениями. Рассмотрим категорию Г, объектами которой являются всевозможные подмножества непустого множества М. Если для некоторых подмножеств X,Y из М (объектов категории) справедливо вложение X(Y, то единственным элементом множества морфизмов H(X,Y) является оператор вложения iX,Y. В противном случае указанное множество морфизмов пусто. Определим кофунктор F:Г(Г выбирая в качестве F(X) дополнение M\X. При выполнении условия X(Y  справедливо вложение (M\Y)((M\X), а значит, F(Y)(F(X) (см. Рис. 6.33). Таким образом, в качестве морфизма F(iX,Y) естественно выбрать оператор вложения iM\Y,M\X. При этом будет выполняться равенство F(A(B) = F(B)(F(A). (
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Рис. 6.33. Кофунктор на категории подмножеств с вложениями

Пример 6.34. Основные функтор и кофунктор. Пусть задана некоторая категория Г, на которой выделен объект Х. Определим функтор HX и кофунктор HX, действующие из Г в категорию множеств такие, что для любого объекта Y из Г и любого морфизма A(H(Y,Z), где Z – некоторый объект из Г справедливы равенства:
HX(Y) = H(X,Y),  HX(Y) = H(Y,X);
HX(A)B = B(A (B(HX(Y),  HX(A)B = A(B (B(HX(Z).
Отображения HX и HX называются основным функтором XE "функтор:основной"  и основным кофунктором XE "кофунктор:основной" , соответствующим объекту Х категории Г. В качестве примера, найдем основной кофунктор 
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 этой категории, соответствующий множеству действительных чисел. Очевидно, 
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 для любого векторного пространства Y. Таким образом, 
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 есть множество всех линейных функционалов, определенных на векторном пространстве Y. Следовательно, 
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 совпадает с сопряженным пространством XE "пространство:сопряженное"  Y*. Рассмотрим произвольный морфизм A(H(Y,Z), т.е. линейный оператор А, действующий  из векторного пространства Y в векторное пространство Z. Найдем вид преобразования 
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 т.е. линейный оператор из Z* в Y*. Он характеризуется соотношением
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Последнее условие можно записать в виде


[image: image100.wmf][

]

*

() =()   ,  .

BAyHAByyYBZ

"ÎÎ

¡


Таким образом, 
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 есть сопряженный оператор XE "оператор:сопряженный" . Итак, основной кофунктор, соответствующий множеству действительных чисел, сопоставляет любому векторному пространству и линейному оператору соответствующие сопряженное пространство и сопряженный оператор. Аналогичным образом устанавливается, что основной кофунктор, соответствующий множеству действительных или комплексных чисел в категории топологических векторных, нормированных векторных или банаховых пространств, осуществляет переход от данного пространства и линейного непрерывного оператора к соответствующим сопряженному пространству и сопряженному оператору. (
Замечание 6.45. Теория категорий позволила установить глубокую связь между, казалось бы, столь разными объектами, как сопряженное пространство и сопряженный оператор. Становится понятным, почему для соответствующих пространства и оператора используется единый термин "сопряженный".
Пример 6.35. Функтор пополнения. Переход от категории метрических пространств в категорию полных метрических пространств осуществляется с помощью функтора пополнения XE "функтор:пополнения" , который ставит в соответствие каждому метрическому пространству соответствующее пополнение, а любому изометрическому оператору – соответствующее преобразование пополнений. Аналогичным образом определяется функтор из категории нормированных векторных пространств в категорию банаховых пространств. Если рассматриваемые пространства (метрические или нормированные векторные) являются полными, то функтор пополнения действует как единичный функтор, который ставит в соответствие пространству и оператору те же пространство и оператор. (
Пример 6.36. Функтор дифференцирования. Рассмотрим категорию банаховых пространств Г с отмеченными точками, объектами которой являются всевозможные пары (X,x), где Х есть банахово пространство, а х – некоторая фиксированная точка пространства Х. Для любых двух объектов (X,x), (Y,y) данной категории связывающее их множество морфизмов состоит из операторов A:X(Y, дифференцируемых по Фреше в точке х и таких, что 
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 (см. Этаж 5). Если имеется морфизм В с началом (Y,y) и концом (Z,z), то композиция операторов ВА действует из пространства Х в Z. При этом справедливо равенство BAx=By=z. Пользуясь Теоремой о сложной функции, установим, что оператор ВА является дифференцируемым по Фреше в точке х, причем справедливо равенство (BA)'(x) = B'(y)A'(x). Таким образом, оператор ВА оказывается дифференцируемым по Фреше в точке х. Тем самым определен морфизм А(В=BA категории Г (см. Рис. 6.34). Очевидно, композиция таких морфизмов ассоциативна. В качестве единичного морфизма для пары (X,x) является единичный оператор на X, который дифференцируем по Фреше и переводит точку x в себя. Рассмотрим также категорию ( банаховых пространств, морфизмами которой являются линейные непрерывные операторы. Определим функтор дифференцирования F:Г((, полагая F((X,x))=X. Для любого морфизма А с началом (X,x) определяем F(А) = А'(x). Пусть В есть морфизм, началом которого является объект (Y,y) – конец  морфизма  А. Тогда в соответствии с Теоремой о сложной функции справедливо равенство F(А(В)=(BA)'(x)=F(А)(F(В). Тем самым действительно получается функтор из категории Г в категорию ( (см. Рис. 6.35). (
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Рис. 6.34. Категория пространств с отмеченными точками.
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Рис. 6.35. Функтор дифференцирования.

Пример 6.37. Теория представлений. Как уже отмечалось (см. Блок B), исследование различных алгебраических структур часто осуществляется за счет представления их элементов в виде линейных преобразований векторных пространств. В этом случае рассматриваемые алгебраические объекты могут пониматься как объекты соответствующей категории, а их представления – как функторы из этой категории в категорию векторных пространств. Иногда этот метод оказывается применимым и для неалгебраических категорий, причем вместо категории векторных пространств могут быть рассмотрены категории объектов с относительно простыми свойствами. (
Замечание 6.46. Можно ввести категорию категорий Cat, объектами которой являются малые категории, а морфизми – функторы. Для описания переходов от одного функтора к другому, связывающих одни и те же категории, используется понятие естественного преобразования.
Определение 6.9. Категории Г и ( называются изоморфными XE "категории:изоморфные" , если существуют такие функторы  F : Г ( (  и  G : ( ( Г, что справедливы равенства F(G = E(, G(F = E(, где композиции функторов состоят в их последовательном выполнении, а через E( и E( обозначены единичные функторы соответствующих категорий. При этом функтор F называют изоморфизмом категорий, а функтор G – обратным функтором XE "функтор:обратный"  к F XE "изоморфизм:категорий" .
Очевидно, категории Г и Г* изоморфны. Изоморфными будут и две дискретные категории в случае равномощности множеств, порождающих эти категории. Изоморфны категории метрических пространств и метризуемых топологических пространств, т.е. таких, в которых топология может быть охарактеризована метрикой.

Пример 6.38. Категории множеств и антидискретных пространств. Рассмотрим категорию антидискретных топологических пространств, объектами которой будут всевозможные множества, наделенные антидискретной топологией (топологией, в которое открыты лишь пустое множество и носитель), а морфизмами – операторы, действующие между рассматриваемыми множествами. Очевидно, любое антидискретное топологическое пространство однозначно характеризуется своим носителем. И напротив, любое множество определяет единственное антидискретное топологическое пространство. Любой оператор, действующий из одного множества в другое, будет непрерывным в смысле антидискретной топологии рассматриваемых пространств. С другой стороны, любой морфизм в категории антидискретных топологических пространств оказывается оператором, связывающим соответствующие носители. Таким образом, категория множеств и категория антидискретных топологических пространств изоморфны.

Замечание 6.47. Как видно из этого примера, теория антидискретных топологических пространств мало информативна, коль скоро эти пространства фактически сводятся к множествам, т.е. к объектам, лишенным какой-либо структуры. Фактически изоморфные категории описывают одну и ту же теорию, но сформулированную различными средствами. Изоморфизмы категории представляют собой трансляторы, обеспечивающие перевод теории с одного языка на другой. Таким образом, теория категорий, с которой мы встретились при переходе на верхний этаж Здания, имеет прямое сообщение с первым этажом, т.е. с языком математики.
До сих пор мы ограничивались исключительно понятием категории, а также функторами, обеспечивающими связь между различными категориями. Теперь мы обратимся к рассмотрения аппарата теории категорий, позволяющего определять различные конструкции на данной категории, за которыми стоят многие понятия, рассмотренные на предшествующих этажах.
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КАТЕГОРИИ
Подсекция 2
ТЕОРИЯ

В предшествующей подсекции было дано определение категории и приведены примеры различных категорий. Кроме того, рассматривались функторы, с помощью которы осуществляется переход от одних категорий к другим. Настоящая подсекция посвящена разработке теоретико-категорного аппарата. Вводимые понятия являются категорными аналогими соответствующих понятий теории множеств. Их интерпретации для множеств, наделенных структурой, рассматривались на предшествующих этажах. 

Подсекция состоит из четырех комнат. В Комнате 6.6 описываются важнейшие классы морфизмов, которым соответствуют понятия инъекции, сюръекции и биекции в теории множеств. В частности, с помощью понятия изоморфизма категории дается определение ее свойства. При переходе к конкретным категориям при этом получаются свойства рассмотренных ранее математических объектов. В Комнате 6.7 вводятся подобъекты и факторобъекты категории, которым соответствуют подмножества и фактормножества, а также соответствующие понятия различных теорий. В Комнате 6.8, отталкиваясь от понятия произведения и дизъюнктного объединения множеств, определяются произведения и копроизведения объектов категории, которые имеют соответствующие интерпретации в различных категориях. Наконец, в Комнате 6.9 устанавливается, что категорными аналогами пустого множества и одноэлементных множеств являются соответственно, начальные и конечные объекты категории.

Приведенные результаты показывают, что важнейшие математические конструкции могут быть введены в теории категорий, не используя внутреннюю структуру ее объектов, что характерно для понятий, основанных на теории множеств. Тем самым закладываются основы для определения важнейших математических объектов с помощью теории множеств. Этим проблемам посвящена заключительная подсекция  
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Комната 6.6. Морфизмы
Оригинальность математики состоит в том, что в математических науках выявляются взаимосвязи между вещами, крайне не очевидные, если исключить посредничество человеческого разума. 

           Альфред Норт УАЙТХЕД

Как известно, категория характеризуется объектами и морфизмами, которые служат некоторыми обобщениями множеств и связывающих их операторов. Как множества, так и операторы могут обладать некоторыми свойствами, а также допускают те или иные конструкции, которые можно интерпретировать как проявление некоторых теоретико-категориальных свойств и конструкций. 

В частности, на Этаже 2 мы привели простейшую классификацию операторов, определив понятие, сюръекции и биекции. В частности, оператор является инъекцией, если любой элемент из области его значений не может иметь двух прообразов. Оператор является сюръекцией, если прообраз любого элемента из области значений оператора существует. Подобные определения не годятся в теории категории, поскольку используют внутреннюю структуру множеств, т.е. свойства их элементов. Объект категории, вообще говоря, не обладает внутренней структурой, а характеризуется исключительно связями с другими объектами данной категории. В этой связи простейшая классификация морфизмов категории осуществляется другими средствами.
Определение 6.10. Морфизм А категории Г называется мономорфизмом XE "мономорфизм:категории" , если из равенства В(А = С(А  следует, что  В = С. Морфизм называют эпиморфизмом XE "эпиморфизм:категории " , если из равенства  А(В = А(С  следует, что В = С.

Итак, на мономорфизм можно в композиции сокращать слева, а на эпиморфизм – справа (см. Рис. 6.36). Проще всего понять природу того или иного класса морфизмов в категории множеств.
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Рис. 6.36. Мономорфизм и эпиморфизм в категории над графом. 

Пример 6.39. Морфизмы категории множеств. Рассматриваются множества Х, Y, Z и операторы А : Y ( Z, В : Х ( Y, С : Х ( Y. Предположим, что выполняется равенство В(А = С(А, т.е. имеет место соотношение АBх = АCх для всех элементов х из Х. Если оператор А является инъекцией, то из равенства Ау = Ау' следует, что у=у'. Полагая у = Вх, у' = Сх, установим, что Вх = Сх для любого х(Х. Отсюда следует, что В=С. Таким образом, в категории множеств инъекции являются мономорфизмами (см. Рис. 6.37 а). Пусть теперь имеются операторы A : X ( Y, B : Y ( Z, C : Y ( Z  при выполнении равенства  А(В = А(С. Тогда справедливо соотношение BAх = CAх для всех х из Х. Если оператор А является сюръекцией, то для любого у(Y выполняется равенство Ву = Су, откуда следует, что В = С. Следовательно, сюръекции являются эпиморфизмами в теории множеств (см. Рис. 6.37 б). (
При переходе к двойственной категории композиции морфизмов  В(А соответствует композиция А(В. Таким образом, если морфизм А  есть мономорфизм в данной категории, то он становится эпиморфизмом в двойственной категории. Тем самым понятия мономорфизма и эпиморфизма оказываются двойственными. Тогда для описания свойств эпиморфизмов можно воспользоваться двойственными свойствами мономорфизмов в двойственной категории.
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Рис. 6.37. Мономорфизм и эпиморфизм в категории множеств.

Замечание 6.48. Ранее отмечалось (см. Этаж 2), что понятию инъекции А соответствует случай, когда уравнение Ах = у имеет не более одного решения. Если же указанный оператор является сюръекцией, то уравнение всегда имеет решение. Полученные результаты говорят о том, что понятия существования и единственности решения уравнения являются двойственными, т.е. существованию решения уравнения в категории множеств соответствует единственность решения уравнения, определяемого тем же оператором, в соответствующей двойственной категории.

Как известно, биекцию можно охарактеризовать двумя способами. С одной стороны, это оператор, являющийся одновременно инъекцией и сюръекцией, а с другой, это оператор, обладающий обратным оператором. Введем соответствующие теоретико-категорные аналоги. 
Определение 6.11. Морфизм называется биморфизмом, если он является мономорфизмом и эпиморфизмом одновременно. Морфизм А(H(X,Y) называется изоморфизмом XE "изоморфизм:категорий" , если существует такой морфизм А-1(H(Y,X), называемый обратным морфизмом XE "морфизм:обратный" , что справедливы равенства A(А-1 = EX, А-1( A = EY. 

Понятия биморфизма и изоморфизма категории самодвойственны. Любой изоморфизм является мономорфизмом и эпиморфизмом одновременно, т.е. является биморфизмом.
Пример 6.40. Натуральные числа. Рассмотрим категорию, в которой объектами являются всевозможные натуральные числа, а множество морфизмов H(X,Y) состоит из единственного элемента при выполнении неравенства X(Y и пусто в противном случае. Предположим, что имеет место равенство В(А = С(А, причем числа X, Y и Z являются соответственно, началом обоих морфизмов В и С, началом А и концом А (см. Рис. 6.36 а). Тогда из самого факта существования указанных морфизмов следуют соотношения X(Y и Y(Z. Однако существует единственный морфизм, связывающий объекты X и Y. Таким образом, морфизмы В и С совпадают, а значит, произвольный морфизм А является мономорфизмом. Аналогично, пусть выполняется равенства А(В = А(С, причем числа X, Y и Z являются соответственно, началом морфизма А, началом морфизмов В и С, и концом этих морфизмов (см. Рис. 6.36 б). Из существования этих морфизмов вновь следуют неравенства X(Y и Y(Z. Однако числа Y и Z связаны единственным морфизмом, откуда следует равенство В = С. Таким образом, морфизм А является эпифизмом. Следовательно, произвольный морфизм данной категории оказывается биморфизмом. Однако, при выполнении строгого неравенства X<Y единственный морфизм, связывающий эти числа, не обладает обратным, а значит, не является изоморфимом. Итак, изоморфизмами данной категории являются исключительно единичные морфизмы. Тем самым понятия изоморфизма и биморфизма, вообще говоря, различаются. ( 
Замечание 6.49. Рассмотренная категория относится к классу категорий над предупорядоченным множеством (см. Комната 6.10).
Замечание 6.50. Категория, в которой все биморфизмы являются изоморфизмами, называется сбалансированной. 

Единичный морфизм любой категории является изоморфизмом, причем обратным к нему оказывается он сам. Отсюда, в частности, следует, что в любой дискретной категории всякий морфизм является изоморфизмом. 
Замечание 6.51. Категория, в которой все морфизмы являются изоморфизмами, называется группоидом Брандта или просто группоидом.
Примерами изоморфизмов служат биекции в категории множеств, изоморфизмы порядка в категории упорядоченных множеств, изоморфизмы универсальных алгебр в соответствующей категории, гомеоморфизмы в категории топологических пространств, изометрии в категории метрических пространств и др. Тем самым изоморфизм категории, наделенной структурой, соответствует определенному в предшествующей секции изоморфизму данной структуры.
Если существует изоморфизм с началом Х и концом Y, то объекты Х и Y изоморфны XE "объекты:изоморфные" . В частности, в категории n-мерных линейных пространств над данным полем все объекты изоморфны. В категории групп порядка р, где р – простое число, все объекты изоморфны. Подобные категории изоморфны категории, состоящей из одного объекта.

Пример 6.41. Банаховы пространства с непрерывно дифференцируемыми операторами. Определим категорию, объектами которой будут всевозможные пары (X,x), где X есть банахово пространство, а x – некоторая фиксированная точка пространства X. Для любых объектов (X,x), (Y,y) в качестве морфизма выбирается такой оператор A:X(Y, непрерывно дифференцируемый в некоторой окрестности U точки x, причем справедливо равенство Ax=y и существует обратный оператор от производной A'(x). При этом оператор непрерывно дифференцируем в точке х0, если он дифференцируем по Фреше в окрестности этой точки, причем отображение x(A'(x) непрерывно в точке х0. Если B есть морфизм класса H((Y,y),(Z,z)), то он является оператором B:Y(Z, непрерывно дифференцируемым в некоторой окрестности V точки у, причем справедливо равенство By=z и существует обратный оператор производной B'(y). Очевидно, композиция операторов BA действует из пространства Y в Z. При этом выполняется равенство BAx=z. Согласно Теореме об обратной функции найдется такая окрестность U'(U точки x, что множество V'=A(U') будет окрестностью точки y, причем существует непрерывно дифференцируемый обратный оператор A-1:V'(U', причем справедливо равенство (A-1)'(() = [A'(A-1()]-1 для всех ((V'.  Пересечение V(V' является окрестностью точки y, в которой оператор B непрерывно дифференцируем. Тогда в соответствии с теоремой о сложной функции композиция BA оказывается непрерывно дифференцируемой на множестве U'. Таким образом, можно определить морфизм A(B=BA класса H((X,x),(Z,z)). Тем самым мы действительно получаем категорию. Отметим, что оператор A-1 непрерывно дифференцируем на V', удовлетворяет равенству A-1y=x, причем производная (A-1)'(y) обратима. Таким образом,  справедливо включение A-1(H((Y,y),(X,x)). В результате заключаем, что в рассматриваемой категории все морфизмы обратимы, т.е. являются изоморфизмами, а следовательно, все объекты, связанные морфизмами, изоморфны. (
На основании понятия изоморфизма можно охарактеризовать свойства категории.

Определение 6.12. Свойство объекта категории Г называется  свойством категории XE "свойство:категории"  Г, если оно не меняется при изоморфизмах данной категории.
Свойство категории является общим для всех изоморфных объектов данной категории. Поскольку в дискретной категории все изоморфизмы являются единичными операторами, любая характеристика объекта (элемента) оказывается свойством категории. Отметим некоторые свойства конкретных категорий из числа рассмотренных ранее. В категории множеств таковыми являются, например, конечность, бесконечность, непустота, счетность; в категории упорядоченных множеств – линейная упорядоченность, полная упорядоченность, ограниченность, наличие минимальных элементов; в категории групп – коммутативность, цикличность, наличие дополнительных операций; для векторных пространств – конечномерность, значение размерности, свойства базиса; в топологических пространствах – связность, компактность, метризуемость, отделимость, сепарабельность; для метрических пространств – полнота, ограниченность, нормируемость. Для структуризованных категорий понятия свойства категории и свойства соответствующей структуры эквивалентны.

Композиция двух мономорфизмов (эпиморфизмов, биморфизмов, изоморфизмов) вновь является мономорфизмом (эпиморфизмом, изоморфизмом).

Замечание 6.52. Последнее обстоятельство позволяет по данной категории Г построить четыре новых категории Mon Г, Epi Г, Bi Г и Iso Г, у которых классы объектов совпадают с Ob Г, а класс морфизмов определяется исключительно всевозможными мономорфизмами, эпиморфизмами, биморфизмами или изоморфизмами данной категории. Естественно, для сбалансированных категорий справедливо равенство Bi Г = Iso Г.
Мономорфизмы и эпиморфизмы используются при определении общих понятий подобъекта и факторобъекта.
Комната 6.7. Подобъекты и факторобъекты
Один из величайших триумфов математики состоит в открытии того, что представляет собой математика в действительности.

         Бертран РАССЕЛ

Как уже неоднократно отмечалось, простейший способ построения новых множеств на основе уже имеющихся связан связан с переходом от множества к его подмножествам. Мы определяли подмножество путем наделения элементов исходного множества некоторым дополнительным свойствам (см. Этаж 2). Попытаемся определить аналогичную процедуру для объектов категории. При этом, следует иметь в виду, что для объекта категории понятие составляющих его элементов не имеет смысла. 
Обратимся, прежде всего, к категории множеств. Рассмотрим некоторое множество Х и его подмножество Y. Тогда можно определить каноническое вложение множества Y в Х, т.е. такой оператор (:Y(Х, который ставит в соответствие любому элементу множества Y тот же элемент, но рассматриваемый уже во множестве Х (см. Этаж 2). Очевидно, оператор ( является инъекцией. Отметим, что образ произвольной инъекции с множеством значений Х выделяет на этом множестве некоторое подмножество. Это обстоятельство наводит на мысль, что для задания теоретико-категорного аналога понятия подмножества следует воспользоваться теоретико-категорного аналогом понятия инъекции, т.е. мономорфизмом, концом которога является исходный объект.
Пусть задана некоторая категория Г с объектом Х. Обозначим через М(Х) множество таких пар (Y,A) при Y(Ob Г, для которых А(Н(Y,Х) есть мономорфизм. На множестве М(Х) вводятся отношения предпорядка ( так, что условие (Y,A) ( (Z,В) считается выполненным, если существует такой морфизм С(Н(Y,Z) такой, что А = В(С (см. Рис. 6.38 i). Если при этом условия (Y,A) ( (Z,В) и (Z,В) ( (Y,A) на множестве М(Х) выполняются одновременно, то С есть изоморфизм, а пары (Y,A) и (Z,В) считаются эквивалентными в смысле отношения  на М(Х).
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Рис. 6.38. Квазипорядки на множествах М(Х) и Е(Х). 

Определение 6.13. Элементы фактор-множества М(Х)/ называются подобъектами XE "подобъект"  объекта Х. 

Согласно данному определению подобъектом объекта Х является класс эквивалентных (в соответствующем смысле) пар, состоящих из объектов и мономорфизмов с концом Х. Определим понятие подобъекта в категории множеств.

Пример 6.42. Подобъект категории множеств XE "подмножество" . Рассмотрим объект X(Ob Г и пары и (Y,A), (Z,B) из М(Х). Здесь X, Y и Z – произвольные множества, а операторы A:Y(X и B:Z(X являются мономорфизмами, т.e. инъекциями. Если пары (Y,A) и (Z,B) эквивалентны в смысле отношения , то существует такая биекция (изоморфизм категории множеств) C:Y(Z, что 
А = ВС (см. Рис. 6.39). Для любого элемента х из A(Y) существует единственное значение у такое, что Ау = х. Обозначим  z = Су. Справедливы равенства Вz = ВCу = Ау = х, откуда следует включение х(B(Z). Таким образом, справедливо вложение A(Y)(B(Z). Аналогично для любого х(A(Y) существует единственный элемент z(Z  такой, что Bz = х. Полагая у = С-1z, будем иметь у = АС-1z = Вz = х, значит, справедливо вложение B(Z) ( A(Y).

Итак, имеет место равенство A(Y) = B(Z). Следовательно, всем элементам класса эквивалентности из М(Х)/ с представителем (Y,A) соответствует одно и то же подмножество 
Х0 = A(Y) из Х. Обозначим через ( каноническое вложение Х0 в Х . Очевидно, оператор ( является инъекцией (мономорфизмом данной категории), причем пара (Х0,() эквивалентна рассмотренным ранее парам (Y,A) и (Z,B). В частности, операторы  CA : Y( Х0   и CB : Z ( Х0 , характеризуемые равенствами

CA y = Ay (y(Y, CB z = Bz (z(Z,

являются биекциями. Итак, любой элемент класса М(Х)/ однозначно определяется своим представителем (Х0,(), где Х0 – некоторое подмножество Х, а ( – каноническое вложение Х0 в Х. Следовательно, любой подобъект множества Х с точностью до биекции (изоморфизма категории) совпадает с некоторым подмножеством из Х (см. Рис. 6.39). Поскольку в любой категории все утверждения устанавливаются с точностью до изоморфизма этой категории, то можно считать, что подобъектами категории множеств являются подмножества. (
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Рис. 6.39. Подмножество – подобъект в категории множеств.
Можно убедиться, что в категориях упорядоченных множеств, групп, векторных пространств и т.д. подобъектами являются упорядоченные подмножества, подгруппы, векторные подпространства и т.д. Техника построения подобъекта остается неизменной в любой структуризованной категории. 

Как известно, на булеане P(X) произвольного множества X задано естественное отношение частичного порядка (, т.е. вложение множеств. Зададим аналогичное отношение на подобъектах объекта X произвольной категории. Для подобъекты ( и ( объекта X имеет место вложение (((, если справедливо соотношение (Y,A) ( (Z,В) с определенным выше отношением предпорядка (, где (Y,A) и (Z,В) являются представителями классов эквивалентности ( и (. Очевидно, данное определение не зависит от выбора представителей, т.е. характеризует свойство самих подобъектов. Таким образом, совокупность всевозможных подобъектов объекта категории в некотором смысле является категорным аналогом понятия булеана.
Замечание 6.53. Переход от предупорядоченного множества М(Х)к частично упорядоченному множеству М(Х)/ осуществляется на основе стандартной техники, описанной в Блоке В.
Определим теперь понятие, двойственное к подобъекту категории. Для категории Г с объектом Х обозначим через Е(Х) множество таких пар (A,Y) при Y(Ob Г, для которых А(Н(Х,Y) есть эпиморфизм. На множестве Е(Х) вводятся отношения предпорядка ( так, что условие (A,Y) ( (B,Z) считается выполненным, если существует такой морфизм С(Н(Z,Y), такой, что А = С(В (см. Рис. 6.38 ii). Если при этом условия (A,Y) ( (B,Z) и (B,Z) ( (A,Y) на множестве Е(Х) выполняются одновременно, то С есть изоморфизм, а пары (A,Y) и (B,Z) считаются эквивалентными в смысле отношения на Е(Х).
Определение 6.14. Элементы фактор-множество Е(Х)/ называются факторбъектами XE "подобъект"  объекта Х. 

Согласно приведенному определению факторобъектом объекта Х является класс эквивалентных пар, состоящих из объектов и эпиморфизмов с началом Х. Определим факторобъекты категории множеств.
Пример 6.43. Факторобъект категории множеств XE "фактормножество" . Рассмотрим произвольное множество Х и некоторые пары (Y,A), (Z,B) из Е(Х), которым соответствуют множества Y, Z и сюръекции (эпиморфизмы категории множеств) A:X(Y и B:X(Z. Если пары (Y,A) и (Z,B) эквивалентны в смысле отношения , то существует такая биекция C:Z(Y, что А = СВ (см. рис. 6.40). Поскольку оператор А является сюръекцией, для любого у(Y существует такой элемент х(Х, что Ах=у. Учитывая, что оператор С – биекция, для произвольного у(Y установим существование единственного значения z(Z, удовлетворяющего равенству Cz = y. Оператор В также является сюръекцией. Тогда существует такой элемент х'(Х, что Вх' = z. В результате получаем соотношение Вх' = Сz = у = Ах. Учитывая равенство А=СВ, заключаем, что Ах=Ах'. Аналогичным образом устанавливается, что Вх = Вх'.
Введем отношение эквивалентности (  на Х, полагая x( x' при выполнении равенства Ах=Ах' (или, что то же самое, Вх=Вх'). Определим  оператор ( из Х в Х/(,  который  сопоставляет  любому элементу х(Х соответствующий ему класс эквивалентности (х и называемый каноническим проектором (см. Глава 2). Очевидно, оператор  ( : X ( Х/(  является сюръекцией: любому классу эквивалентности соответствует (вообще говоря, не единственный) элемент из Х. Таким образом, пара (Х/(,() принадлежит классу Е(Х). Любой точке у(Y соответствует множество таких точек х(Х, для которых справедливо равенство Ах=у, т.е. некоторый класс эквивалентности [х]. С другой сторону, каждому классу [х](Х/( соответствует такой элемент у(Y, что Ах=у для всех х из класса [х]. Тогда можно определить биекцию CA:Х/( (Y такую, что СA[х] = у. При этом справедливо равенство СA( = А. Следовательно, пары (Y,A) и, а также (Z,B) и (Х/(,() эквивалентны в смысле , а значит, образуют факторобъект из E(X)/. Таким образом, любой факторобъект однозначно характеризуется парой (Х/(,(), а значит, фактормножеством Х/(. Следовательно, объекты E(X)/ и Х/( равномощны, т.е. изоморфны в категории множеств. Таким образом, с точностью до изоморфизма факторобъект категории множеств является фактормножеством (см. Рис 6.40). (
Аналогичным образом устанавливается, что в категориях групп, векторных пространств и т.д. факторобъектами являются факторгруппы, факторпространства и т.д.

Замечание 6.54. Понятия подобъекта и факторобъекта являются двойственными, что следует из двойственности мономорфизма и эпиморфизма. Здесь отчетливо проявляется несомненная сила теории категорий, устанавливающей удивительную близость столь, казалось бы, разных понятий, как подмножество и фактормножество. В действительности эта связь достаточно естественна. Рассмотрим, к примеру, множество студентов данного факультета. В качестве его подмножества можно выбрать, например, множество студентов второго курса обучения. Определив на исходном множестве, эквивалентность, считая двух студентов эквивалентными, если они обучаются на одном и том же курсе, проходим к фактор-множеству, элементами которого будут множества студентов одного и того же курса. Переходя от множества к подмножеству, мы наделяем элементы дополнительными свойствами. Действительно, первоначально, рассматривая конкретного студента, мы знали только то, что он обучается на данном факультете. При переходе к подмножеству у нас появилась дополнительная информация о его курсе (например, студент факультета, отличившийся на научной конференции, учится на втором курсе). При обращении к фактор-множеству мы, напротив, отбрасываем несущественную информацию. Если первоначально каждый студент факультета рассматривался сам по себе, то в рамках фактор-множества личность отдельного студента интереса не представляет, поскольку во внимание принимается лишь курс, на котором он обучается (например, успеваемость студентов второго курса в этом году ниже, чем в предыдущим). Тем самым переходы к подмножеству и фактормножеству действительно связаны с противоположными (т.е. в определенном смысле двойственными) действиями.


[image: image111.wmf] 

 

[

x

]

 

 

 

C

-

1

 

 

p

 

 

 

 

 

p

 

 

 

 

 

X/

s

 

 

 

 

 

B

 

 

 

 

 

A

 

 

 

 

 

B

 

 

 

 

 

A

 

 

 

 

 

C

 

 

 

 

 

Z

 

 

 

 

 

Y

 

 

 

 

 

y

 

 

 

 

X

 

 

 

 

Ax 

=

 

Ax

'

 

=

 

y

 

Bx 

=

 

Bx

'

 

=

 

z 

 

p

x 

=

 

p

x

'

 

= [

x

]

 

 

 

C

 

–

 

áèåêöèÿ   

Þ

  

(

Y

,

À

) 

e

 

(

Z

,

Â

)

 

(

Y

,

À

), (

Z

,

Â

), (

X

/

s

,

p

 

) 

Î

 

E

(

Õ 

) ; 

X

/

s

 

–

 

фактор

-

множество

 

 

x

 

 

 

 

x

'

 

 

 

 

z

 

 

 


Рис. 6.40. Фактор-множество – факторобъект в категории множеств.
В дискретной категории для любого объекта Х соответствующие множества М(Х) и Е(Х) представляют собой пару, состоящую из самого объекта Х и соответствующего единичного морфизма. Эта пара является тем самым тривиальным подобъектом и факторобъектом. 
Замечание 6.55. Коль скоро любое множество определяет соответствующую дискретную категорию, а любая дискретная категория соответствует конкретному множеству, можно было бы предположить, что дискретная категорию представляет собой теоретико-категорный аналог понятия множества. Однако, как мы видим, они существенно различаются по своим свойствам. В дискретной категории существуют исключительно тривиальные подобъекты и факторобъекты, в то время как множество обладает нетривиальными подмножествами и фактормножествами. 
Пример 6.34. Категория целых чисел с делимостью. Рассмотрим множество целых чисел с отношением делимости. Выбираем ее элементы в качестве объектов категории, считая при этом множество морфизмов H(X,Y) пустым, если число Y делится на X и состоящим из единственного морфизма в противном случае. В качестве объекта этой категории выбираем число 4. Каждое целое число m, на которое делится 4 (т.е. удовлетворяющее условию m|4), связано с ним единственным морфизмом (он же мономорфизм) Аm4. Аналогично, выбранный объект связан с любым числом n, кратным 4, единственным морфизмом (он же эпиморфизм). Таким образом, справедливы равенства
М(4) = {(m,Аm4) | m|4},  Е(4) = {(n, А4n) | 4|n}
В качестве элемента множества М(4) выбираем, например, пару (2,А24). Поскольку изоморфизмами на рассматриваемой категории являются лишь единичные морфизмы и морфизмы, связывающие объекты m и -m, существует лишь одна пара (-2,А-24), эквивалентная выбранной и отличная от нее (см. Рис. 6.41). Тем самым подобъектом объекта 4 данной категории оказывается множество пар {(2,А24),(-2,А-24)} или кратко [(2,А24)]. Аналогичным образом можно описать еще два подобъекта [(1,А14)] и [(4,А44)]. Выбираем пару (8,А48) – элемент множества Е(4). Ей эквивалентна лишь единственная отличная от нее пара (-8,А4-8). Тогда факторобъектом [(8,А48)], определяемым парой (8,А48), оказывается двухэлементное множество 
{(8,А48),(-8,А4-8)}. Существует бесконечное множество факторобъектов [(n,А4n)] такой же природы, где число n, кратно 4. Характерно, что семейство всех подобъектов объекта 4 изоморфны множеству делителей {1,2,4} числа 4, а семейство всех факторобъектов – множеству натуральных чисел, {4,8,12,16,…}, делящихся без остатка на 4. Этот результат служит еще одной иллюстрацией двойственности понятий подобъекта и факторобъекта.
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Рис. 6.41. Подобъект и факторобъект категории целых чисел с отношением делимости.

Замечание 6.56. Учитывая двойственность между понятиями факторобъекта и подобъекта и несомненную аналогию между понятиями подобъекта и подкатегории, можно определить и понятие факторкатегории.

К числу наиболее важных способов построения новых множеств, наряду с подмножествами и фактормножествами связан с понятием произведения множеств. Определим аналогичное понятие для объектов категории.
Комната 6.8. Произведения объектов
Именно предельные абстракции является тем истинным оружием, которое правит осмыслением конкретного факта. 

Алфред Норт УАЙТХЕД

Как известно, произведение множеств определяется как совокупность всевозможных пар элементов этих множеств. Объекты категории не обладают элементами. Попробуем охарактеризовать произведение множеств, не обращаясь к их элементам. Рассмотрим произведение X(Y некоторых множеств X и Y. Определим проекции (X : X(Y ( X и (Y : X(Y ( Y с помощью равенств
(X(x,y) = x,  (Y(x,y) = y  ((x,y)(X(Y.
Пусть имеется некоторое множество Z и операторы A : Z ( X и B : Z ( Y. Зададим теперь оператор C : Z ( X(Y с помощью равенства Cz = (Az,Bz) (см. Рис. 6.42). Очевидно, справедливы соотношения A = (XC и B = (YC, что соответствует коммутативности соответствующей диаграммы. Отметим, что этому свойству удовлетворяет единственный оператор C. Действительно, при выполнении равенства Cz = (x,y) и выше указанных условий имеем (XCz = Az = x и (YCz = Bz = y. Оператор C = (A,B) называется произведением операторов A и B. Теперь под произведением множеств X и Y можно понимать такое множество X(Y с парой операторов (X : X(Y ( X и (Y : X(Y ( Y, что для любых операторов A : Z ( X и B : Z ( Y существует единственный оператор (A,B) : Z ( X(Y, что имеют место равенства (X(A,B) = A и (Y(A,B) = B, т.е. соответствующая диаграмма коммутативна (см. Рис. 6.42). Последнее определение использует исключительно понятия множеств и операторов, но никак не элементов рассматриваемых множеств, а значит, может быть выбрано за основу определения объектов категории.
Определение 6.15. Произведением объектов X и Y некоторой категории называется такой объект X(Y с парой морфизмов (X(H(X(Y,X) и (Y(H(X(Y,Y), что для любых морфизмов A(H(Z,X) и B(H(Z,Y) существует единственный морфизм (A,B)(H(Z,X(Y), что выполнены равенства (A,B)((X  = A и (A,B)((Y  = B, т.е. соответствующая диаграмма коммутативна (см. Рис. 6.42).
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Рис. 6.42. Произведения операторов и объектов.
Замечание 6.57. Нетрудно показать, что произведение объектов категории определяется однозначно с точностью до изоморфизма данной категории, т.е. предположив существование другого объекта, удовлетворяющего данному определению, можно установить, что он оказывается изоморфным в данной категории объекту X(Y. Однако поскольку в категории все результаты имеют смысл с точностью до изоморфизма, можно считать, что произведение объектов определяется однозначно. Отметим также, что если два объекта категории связаны единственным морфизмом, то на соответствующих диаграммах этот морфизм принято обозначать пунктирной стрелкой (см. Рис. 6.42).
Очевидно, произведению объектов категории множеств соответствует произведение множеств. Аналогично, произведению объектов категории групп, векторных и топологических пространств соответствует произведение групп, векторных и топологических пространств.
Замечание 6.58. Произведение объектов категории не всегда существует. К примеру, для любых двух предупорядоченных множеств можно определить их произведение, а для линейно упорядоченных множеств это уже не так (см. Блок A). Таким образом, в категории линейно упорядоченных множеств произведение объектов не определено.

Замечание 6.59. Понятие произведения объектов категории можно распространить на произвольное (не обязательно даже конечное) семейство объектов. Пусть, в частности, имеется некоторое семейство {X(}, ((А объектов некоторой категории. Произведением рассматриваемых объектов называется такой объект 
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 что справедливы равенства C((( = A(, ((А. Вспоминаем, что под произведением семейства {X(},  ((А топологических пространств мы понимали произведение X их носителей, наделенное слабейшей топологией, при которой все проекции из X на X( непрерывны, а значит, являются морфизмами соответствующей категории (см. Блок C). Тем самым определенное ранее произведение семейства топологических пространств соответствует произведению объектов категории топологических пространств.
Определим двойственное понятие к произведению объектов категории.
Определение 6.16. Копроизведением объектов X и Y некоторой категории называется такой объект X+Y с парой морфизмов (X(H(X,X+Y) и (Y(H(Y,X(Y), что для любых морфизмов A(H(X,Z) и B(H(Y,Z) существует единственный морфизм [A,B](H(Z,X(Y), что выполнены равенства (X ([A,B] = A и (Y ([A,B] = B, т.е. соответствующая диаграмма коммутативна (см. Рис. 6.43).
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Рис. 6.43. Копроизведение объектов.
Пример 6.35. Категория множеств. Рассмотрим два множества X ={a,b} и Y ={b,c,d}, т.е. объекта категории множеств. Найдем их копроизведение. Прежде всего, перейдем от этих множеств к множествам X' ={(a,0),(b,0)} и Y' ={(b,1),(c,1),(d,1)} (см. Рис. 6.44). Очевидно, они равномощны исходным множествам, т.е. изоморфны им в смысле данной категории. Следовательно, в рамках категории множеств их можно понимать, как заданные изначально объекты. Теперь определяем объединение X'(Y'={(a,0),(b,0),(b,1),(c,1),(d,1)}. Определим операторы (X : X' ( X'(Y' и (Y : Y' ( X'(Y', которые сопоставляют элементам из области их определения те же элементы из множества X'(Y'. Очевидно, они представляют собой канонические вложения и являются морфизмами рассматриваемой категории. Таким образом, можно определить копроизведение множеств X+Y=X'(Y' (см. Рис. 6.44). При этом, для любого множества Z и операторов A:X(Z и B:Y(Z однозначно определим оператор C:X+Y(Z следующим образом. Любой элемент u множества X+Y, имеет вид либо (x,0), либо (y,1), x(X, y(Y. При u=(x,0) полагаем Cu = Ax, а при u=(y,1) полагаем Cu = By. При этом будут выполняться равенства C(X x = Ax и C(Y y = By, а значит, соответствующие диаграммы коммутативны. Выражение X+Y называется дизюнктным объединением данных множеств. (
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Рис. 6.44. Копроизведение множеств.
Замечание 6.61. Очевидно, дизъюнктное объединение множеств совпадает с обычным объединением, если данные множества не пересекаются. Отметим, что для конечных множеств мощность X+Y равна сумме мощностей данных множеств, что и оправдывает используемое обозначение. Вспоминаем, что произведение (двойственная операция!) множеств X(Y равна произведению мощностей X и Y.
Копроизведением в категории векторных пространств является прямая сумма этих пространств.

Отметим еще один важный класс объектов категории.
Комната 6.9. Начальные и конечные объекты

Именно предельные абстракции является тем истинным оружием, которое правит осмыслением конкретного факта. 

Алфред Норт УАЙТХЕД

Среди всевозможных множеств выделяется пустое множество (, отличительной особенностью которого является отсутствие в нем каких-либо элементов (см. Этаж 2). Чрезвычайная важность этого множества объясняется и тем, что его мощность выбирается в качестве числа нуль и является основой построение всевозможных числовых классов (см. Этаж 3). Попытаемся охарактеризовать это множество, не обращаясь к понятию элемента. Очевидно, для любое множество (объект категории множеств) X содержит ( в качестве своего подмножества. Тогда существует единственный оператор (морфизм категории множеств) из X в (, а именно, соответствующее каноническое вложение. В результате приходим к следующему понятию.
Определение 6.17. Начальным, инициальным или отталкивающим объектом категории называется такой объект, что для любого объекта X данной категории существует единственый морфизм с началом в данном объекте и концом X.
Очевидно, в категории множеств существует единственный начальный объект – пустое множество. Таким образом, категорным аналогом пустого множества служит начальный объект. 

Пример 6.36. Категория множеств с отмеченными точками. В категории множеств с отмеченными точками Setp любое одноэлементное множество {x} можно понимать как объект ({x},x) данной категории, в котором рассматриваемая точка отмечена. При этом для любого множества с отмеченной точкой (Y,y) можно определить оператор A:({x},x)((Y,y) с помощью равенства Ax=y. Очевидно, он будет морфизмом данной категории, связывающий указанные объекты, причем единственным. Таким образом, в категории Setp все одноэлементные множества являются начальными объектами. (
Пример 6.37. Категории моноидов и групп. В категориях моноидов Mon и групп Grp любое одноэлементное множество {x} с операцией (, характеризуемое равенством x(x = x, является объектом указанных категории (тривиальным моноидом и группой). Очевидно, существует единственный оператор, который сопоставляет элементу x единицу произвольной группы или моноида. Естественно, он является гомоморфизмом (морфизмом данной категории), а других гомоморфизмов, связывающих указанные алгебраические объекты, не существует. Таким образом, тривиальные моноид и группа являются нулевыми объектами категорий Mon и Grp. (
Очевидно, любые начальные объекты категории изоморфны. В дискретной категории над множеством, состоящем более чем из одного элемента, начальные объекты отсутствуют. В категории категорий Cat начальным объектом служит пустая категория 0. Начальным объектом в категории Rng колец с единицей является кольцо целых чисел Z. 
Введем понятие, двойственное к начальному объекту.
Определение 6.18. Конечным, финальным или притягивающим объектом категории называется такой объект, что для любого объекта X данной категории существует единственый морфизм с началом X и концом в данном объекте.

В категории множеств все одноэлементные множества {x} являются конечными объектами. Действительного, для любого множества Y можно определить оператор A:Y({x} с помощью равенства Ay = x для всех y(Y. Его единственность следует из того, что на множестве {x} просто нет других элементов кроме x. Таким образом, категорным аналогом одноэлементного множества служит конечный объект.
Пример 6.38. Категория множеств с отмеченными точками. В категории множеств с отмеченными точками Setp любое одноэлементное множество {x}, т.е. объект ({x},x) является конечным. Действительно, для любого множества с отмеченной точкой (Y,y) можно определить оператор A:(Y,y) ( ({x},x) с помощью равенства Az = x для всех z(Y. Очевидно, он будет морфизмом данной категории, связывающий указанные объекты, причем единственным. (
Пример 6.37. Категории моноидов и групп. В категориях моноидов Mon и групп Grp любые тривиальные моноид и группа будут конечными объектами данных категории. Действительно, для любых моноидов или групп с носителем {x} и любого моноида или группы Y можно определить оператор A:Y({x} с помощью равенства Ay = x для всех y(Y. Естественно, он является гомоморфизмом, а других гомоморфизмов, связывающих указанные алгебраические объекты, не существует. (
Очевидно, любые конечные объекты категории изоморфны. В дискретной категории над множеством, состоящем более чем из одного элемента, конечные объекты отсутствуют. В категории категорий Cat начальным объектом пустая категория 1 с единственным объектом и морфизмом. Конечным объектом в категории Rng колец с единицей является тривиальное кольцо, состоящее исключительно из нуля.

Если объект является одновременно начальным и конечным, то его называют нулевым. Понятие нулевого объекта самодвойственно. В частности, категории множеств с отмеченными точками нулевыми объектами будут все одноэлементыне множества, а в категориях групп и моноидов – тривиальные группы и моноиды. В остальных рассмотренных выше категориях нулевые объекты отсутствуют. Общая характеристика рассматриваемых объектов в описанных категориях приводится в Таблице 6.3.

Таблица 6.3. Особые объекты категориий.
	категория
	объекты

	
	начальный
	конечный
	нулевой

	Set
	(
	одноэлементые множества
	-

	Setp
	одноэлементые множества
	одноэлементые множества
	одноэлементые множества

	Mon
	тривиальный моноид
	тривиальный моноид
	тривиальный моноид

	Grp
	тривиальная группа
	тривиальная группа
	тривиальная группа

	Rng
	Z
	тривиальное кольцо
	-

	Dis(M), [M]>1
	-
	-
	-

	Cat
	0
	1
	-


Итак, существуют категорные аналоги важнейших теоретико-множественных понятий (см. Таблица 6.4). При их определении мы не обращались к элементам множеств, поскольку в отличие от множества объект категории не обладает внутренней структурой. О его свойствах можно судить по особенностям его связей посредством морфизмов с другими объектами рассматриваемой категории. Это обстоятельство позволяет надеяться на то, что описанные ранее математические объекты (См. Этаж 4) могут быть определены исключительно средствами теории категорий без обращения к их внутренней структуре на основе их связей с другими объектами. Тем самым вносятся коррективы в основания возводимых конструкций. 
Таблица 6.4. Категорно-множественный словарь

	теория категорий
	теория множеств

	объект
	множество

	морфизм
	оператор

	композиция морфизмов
	композиция операторов

	единичный морфизм
	единичный оператор

	мономорфизм
	инъекция

	эпиморфизм
	сюръекция

	изоморфизм
	биекция

	подобъект
	подмножество

	факторобъект
	фактормножество

	произведение объектов
	произведение множеств

	копроизведение объектов
	дизъюнктное объединение множеств

	начальный объект 
	пустое множество

	конечный объект
	одноэлементное множество


Замечание 6.62. Здесь имеется некоторая некоторая физическая аналогия. В классической физике состояние системы определяется непосредственно. Однако в квантово-механической системе мы можем судить о ее состоянии исключительно по ее отклику на внешнее воздействие. Тем самым свойства интересующего нас объекта восстанавливаются на основе его взаимодействия с другими объектами.
[image: image130.wmf]
КАТЕГОРИИ
Подсекция 3
НАЧАЛО?
В предшествующих подсекциях было определено понятие категории и описаны некоторые теоретико-категорные конструкции, позволяющие с единых позиций описывать различные математические объекты. При этом теория категорий представляется некоторой надстройкой над теорией множеств. В заключительном разделе книге мы попытаемся попытаемся дать описание некоторых математических структур непосредственно на основе теории категорий. В частности в Комнате 6.10 рассматриваются порядковые объекты, а в Комнате 6.11 – алгебраические объекты. В заключительной Комнате 6.12 обсуждается проблема категорного описания оснований Математики.
Комната 6.10. Порядковые объекты 
Математика – творение человеческого разума, и любая попытка подвести под нее абсолютную базу обречена на провал.

                                                                             Морис КЛАЙН
Рассмотрим некоторое предупорядоченное множество с носителем М и предпорядком, т.е. рефлексивным транзитивным отношением ( (см Этаж 4, Блок А). Определим с его помощью некоторую категорию Po(M) следующим образом (см. Рис. 6.45). В качестве ее объектов выбираем все элементы множества M. Будем далее считать, что для любых объектов х и у определяемой категории, т.е. элементов множества M совокупность H(x,y) состоит из единственного морфизма Axy при выполнении условия х(у и пусто в противном случае. Рассмотрим произвольные последовательные морфизмы Axy и Ayz. Они существуют при выполнении условий х(y и y(z. Тогда в силу транзитивности предпорядка справедливо условие x(z, а значит, существует единственный морфизм из класса H(х,z), обозначаемый через Axz. Выбыраем его в качестве композиции исходных морфизмов, т.е. полагаем Axy (Ayz = Axz. Ассоциативность композиции очевидна. Наконец, в силу рефлексивности предпорядка справедливо соотношение х(х, откуда следует существование единственного морфизма Axx из Н(х,х). Очевидно, из условий х(х и х(у следует х(у, а значит, композиция слева морфизма Axx с любым морфизмом с началом х дает этот морфизм. Аналогичным свойством обладает композиция справа. Таким образом мы действительно имеем дело с категорией, которая называется категорией над предупорядоченным множеством.
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Рис. 6.45. Категория над предупорядоченным множеством.

Итак, каждому предупорядоченному множеству соответствует своя категория, не являющаяся конкретной. Так, на множестве натуральных чисел, упорядоченных естественным образом, определяется категория, объектами которой являются целые числа, а совокупность морфизмов Н(х,у) включает в себя единственный элемент, если число х не превосходит у, и пусто в противном случае. Другая категория получается в случае, когда под предпорядком понимается делимость. При этом множество морфизмов Н(х,у) включает в себя единственный элемент, если число у делится на х, и пусто в противном случае. Еще один пример категории над предупорядоченном множестве получается при рассмотрении булеана некоторого непустого множества с отношением вложения. Здесь множество Н(Х,Y) состоит из единственного оператора при условии вложения множества Х в Y и пусто в противном случае. Любое топологическое пространство X можно рассматривать как категорию, объекты которой – открытые множества, и между любыми двумя открытыми множествами U и V такими, что U ⊂ V, существует единственный морфизм. Все категории над предупорядоченным множеством характеризуются тем обстоятельством, что множество морфизмов, связывающих любые два объекта, имеет не более одного элемента. Указанное свойство наводит на мысль о возможности противоположной точки зрения. Попытаемся не по предупорядоченному множеству строить категорию, а по категории, обладающей соотвествующим специфическим свойством, определять предупорядоченное множество.
Пусть дана некоторая категория Г такая, что для любых ее объектов Х и Y множество морфизмов Н(Х,Y) состоит не более чем из одного элемента. Выбираем совокупность всевозможных объектов ObГ в качестве носителя определяемого предупорядоченное множества. Далее, определим там отношение ( так, что условие Х(Y считается выполненным тогда и только тогда, когда соответствующее множество Н(Х,Y) не пусто. Из существования единичного морфизма для любого объекта Х (элемента носителя структуры предпорядка) следует выполнение условия Х(Х, что соответствует рефлексивности отношения (. Предположим теперь, что выполнены одновременно условия Х(Y и Y(Z. В этом случае в силу определения рассматриваемого отношения множества Н(Х,Y) и Н(Y,Z) не пусты. Каждое из них состоит из единственного морфизма, причем эти морфизмы являются последовательными. Их композиция принадлежит множеству Н(Х,Z). Следовательно, последнее не пусто, а значит, справедливо условие Х(Z. Таким образом, множество объектов рассматриваемой категории с введенным отношением является предупорядоченным множеством. 
Итак, мы установили взаимно однозначное соответствие между предупорядоченными множествами и категориями соответствующего класса. Есть основания считать, что мы имеем дело с двумя интерпретациями одного и того же понятия. Это обстоятельство позволяет дать категорное определение предупорядоченного множества.
Определение 6.19. Предупорядоченное множества есть категория, для которой любые два объекта связаны не более чем одним морфизмом. 

Покажем, что определенные в предшествующей подсекции общие категорные понятия применительно к рассматриваемому классу категорий имеют свои аналоги в теории предупорядоченных множеств, описанной в Блоке А.
Рассмотрим предупорядоченное множество в указанном выше смысле, т.е. категорию Г, в которой любые два объекта связаны не более чем одним морфизмом. Пусть x и y – два объекта этой категории, связанные некоторым морфизмом Axy. Он представляет собой единственный элемент множества HГ(x,y). На множестве объектов ObГ введем отношение предпорядка ( так, что элементы x и y удовлетворяют условию x(y поскольку множество HГ(x,y) не пусто. В двойственной категории Г* морфизм Axy уже является элементом множества HГ*(y,x) (см. Определение 6.7). Следовательно, на множестве объектов ObГ*, совпадающим с  ObГ можно ввести отношение предпорядка ( так, что те же элементы x и y удовлетворяют условию x(y поскольку множество HГ*(y,x) не пусто. Таким образом, если категории Г и Г* являются двойственными, то соответствующие им предупорядоченные множества (ObГ,() и (ObГ,(), понимаемые в обычном смысле, будут двойственны в том смысле, как это было определено ранее в Блоке A (см. Рис. 6.46).
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Рис. 6.46. Двойственная категории над квазиупорядоченным множеством.

Рассмотрим подкатегории предупорядоченного множества в смысле Определения 6.19.
Пример 6.29. Подкатегории предупорядоченного множества. Согласно Определению 6.8, полная подкатегория, отлиная от исходной категории, получается так, что число объектов сокращается, а все имеющиеся изначально морфизмы между сохранившимися объектами остаются без изменения. В противном случае подкатегория оказывается неполной. В этом случае отдельные связи между некоторыми объектами при переходе к подкатегории сокращаются. Рассмотрим для примера предупорядоченное множество в смысле Определения 6.19, характеризуемую диаграммой на Рис. 6.47. Для него рассматриваются некоторые полная и неполная подкатегории. Соответствующее предупорядоченное множество в естественным смысле можно интепретировать как множество М = {-2,2,4,6,10} с отношением делимости |. 
Приведенная полная подкатегория получена путем исключения одного из объектов при сохранении всех морфизмов, связывающих оставшиеся объекты. При переходе к соответствующему предупорядоченному множеству исключенным оказывается число 10, а на полученном множестве М' = {-2,2,4,6} также определено отношение делимости. Тем самым предупорядоченное множество (М',|) является предупорядоченным подмножеством (М,|). Итак, переходу от категории к ее полной подкатегории в данном случае соответствует переходу от предупорядоченного множества к его предупорядоченному подмножеству. 

Изображенная на Рис. 6.47 неполная подкатегория получена путем удаления одного из морфизмов при сохранении всех объектов исходной категории. При переходе к соответствующему предупорядоченному множеству был исключен морфизм с началом 2 и концом -2. Вследствие этого действующее на множестве М отношение уже не будет делимостью, поскольку целое число -2 делится на 2. Итак, переходу от категории к ее неполной подкатегории в данном случае не соответствует переходу от предупорядоченного множества к его предупорядоченному подмножеству. Тем самым имеющаяся структура сохраняется при переходе от категории к именно полной подкатегории. (
Рассмотрим теперь два предупорядоченных множества Г и ( в смысле Определения 6.19. Пусть задан функтор F: Г ( (. Согласно Определению 6.6 для любых объектов X и Y категории Г при существовании морфизма A(HГ(X,Y) образы F(X) и F(Y) являются объектами категории (, а F(A) – морфизмом категории (, принадлежащим H((X,Y). На множестве объектов ObГ категории Г определено отношение предпорядка (Г так что выполнено условие X(ГY в силу непустоты множества HГ(X,Y). Аналогично на множестве Ob( определено отношение предпорядка (( так что выполнено условие F(X)((F(Y) в силу непустоты множества H((X,Y). Тем самым функтору F соответствует монотонный оператор, связывающий предупорядоченные множества (ObГ,(Г) и (Ob(,(() (см. Рис. 6.48). Нетрудно убедиться, что рассматриваемые категории изоморфны тогда и только тогда, когда изоморфны предупорядоченные множества (ObГ,(Г) и (Ob(,(() в смысле теории предупорядоченных множеств (см. Блок A).
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Рис. 6.47. Подкатегории категории над предупорядоченным множеством.
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Рис. 6.48. Функтор и монотонный оператор.

Найдем произведение в рассматриваемой категории. Согласно Определению 6.15, произведением объектов X и Y, если таковое существует, называется такой объект X(Y, что существуют морфизмы (X(H(X(Y,X) и (Y(H(X(Y,Y), и для любых морфизмов A(H(Z,X) и B(H(Z,Y) существует единственный морфизм (а в данной категории любой морфизм, связывающий два объекта – единственный) (A,B)(H(Z,X(Y), что соответствующая диаграмма коммутативна. Это означает, что для соответствующего предупорядоченного множества в обычном смысле выполнены неравенства X(Y(X и X(Y(Y. Тем самым произведение является минорантой множества {X,Y} (см. Блок A). Кроме того, если для некоторого элемента Z выполнены неравенства Z(X и Z(Y, то будет выполнено условие Z(X(Y. Таким образом, произведение объектов X и Y, когда оно существует, оказывается наибольшей минорантой, т.е. нижней гранью множества {X,Y} (см. Блок A), т.е. X(Y = inf{X,Y}. Аналогичным образом в силу двойственности показывается, что копроизведением этих объектов, если оно существует, является верхняя грань множества {X,Y}, т.е. X+Y = sup{X,Y}.
Пример 6.30. Рассмотрим произведения и копроизведения некоторых объектов категории из Примера 6.29 (см. Рис. 6.47). Справедливо равенство x(y=y, поскольку y является единственным началом морфизмов, имеющих x и y в качестве концов. Установим, чему это соответствует на предупорядоченном множестве, определенном на множестве объектов этой категории. Как известно, понятию нижней грани по отношению делимости является наибольший общий делитель (см. Блок A). Тогда приведенное выше равенство означает,  наибольшим общем делителем чисел 10 и 2 является 2. Однако произведение x(u не существует, поскольку существует сразу два объекта y и z, являющихся началами морфизмов с концами x и u. Справедливо равенство x+y=x, поскольку x является единственным концов морфизмов, имеющих x и y в качестве начала. Понятию верхней грани по отношению делимости является наименьшее общее кратное. Последнее равенство означает, что наименьшим общим кратным чисел 10 и 2 является 10. Однако сумма y+z не существует, поскольку существует морфизм как из y в z, так и из z в y. В частности, числа 2 и -2 на данном предупорядоченном множестве не имеют наименьшего общего кратного, поскольку каждое из них делится на другое. (
Определим понятие начального объекта в данной категории. Согласно Определению 6.17, это такой объект X, из которого существует (естественно, единственный!) морфизм в любой объект Y категории. Следовательно, справедливо неравенство X(Y для любого объекта Y. Таким образом, начальный объект, если таковой существует, является наименьшим элементом на соответствующим предупорядоченном множестве. Аналогично устанавливается, что конечный объект данной категории, если он существует, оказывается наибольшим элементом на предупорядоченном множестве объектов данной категории. В частности, для неполной подкатегории из Примера 6.29 существует начальный объект z. Он является началом морфизма, имеющего концом произвольный объект данной категории (см. Рис. 6.47). В то же время там не существует конечного объекта, поскольку отсутствует объект, являющийся концом морфизма, имеющего в качестве начала произвольный объект категории.
Обратимся теперь к описанной в Комнате 6.6 классификации морфизмов применительно к рассматриваемой категории. Согласно Определению 6.10, морфизм А с началом X является мономорфизмом, если для любых двух морфизмов В и С с концом X справедливо равенство В(А = С(А, то эти морфизмы совпадают. Естественно, морфизмы В и С должны иметь одно и то же начало. Однако в рассматриваемой категории любые два объекта могут быть связаны не более чем одним морфизмом. Таким образом, любой морфизм здесь является мономорфизмом. Аналогичным образом устанавливается, что любой морфизм оказывается и эпиморфизмом, а значит, и биморфизмом. В то же время изоморфизмом являются только те морфизмы, которые обладают обратными. Так, для категории, изображенной на Рис. 6.47, обратимы исключительно все единичные морфизмы, а также морфизмы, связывающие объекты y и z. Тем самым объекты y и z изоморфны, а значит, обладают одинаковыми свойствами, имеющими смысл в данной категории. Им соответствуют элементы 2 и -2 предупорядоченного множества, которые там изоморфны, а значит, обладают одинаковыми свойствами предупорядоченных множеств. 
Итак, наделяя элементы рассматриваемой категории дополнительными свойствами, можно получить различные классы порядковых объектов, рассмотренных в Блоке A. В частности, для категории из Примера 6.29 соответствующее предупорядоченное множество не является частично упорядоченным, поскольку нарушено условие антисимметричности. В частности справедливы условия 2|-2 и -2|2. Отметим, что антисимметричность наблюдается для неравных изоморфных объектов y и z. Это обстоятельство может быть положено за основу категорного определения частично упорядоченного множества. Категория, в которой изоморфны исключительно равные объекты называется скелетальной. Изоморфизмами здесь являются исключительно единичные морфизмы. 
Определение 6.20. Частично упорядоченное множество есть скелетальная категория предпорядка. 
Как известно, частично упорядоченное множество является решеткой, если для любой его пары объектов существует нижняя и верхняя грань (см. Блок A). В предупорядоченном множестве в смысле Определения 6.19 нижняя и верхняя грани соответствуют произведению и копроизведению объектов. В результате приходим к следующему определению.
Определение 6.21. Решетка есть скелетальная категория предпорядка с произведением и копроизведением. 

В теории частично упорядоченных множеств выделяется класс линейно упорядоченных множеств для которых любые два элемента сравнимы. Сравнимость элементов соответствует существованию морфизма, связывающего любые два объекта категории.
Определение 6.22. Линейно упорядоченное множество есть скелетальная категория предпорядка, в которой для любых объектов X и Y одно из множеств H(X,Y) или H(Y,X)  не пусто. 
Среди линейно упорядоченных множеств выделяются класс вполне упорядоченных множеств, для которых любое непустое подмножество имеет наименьший элемент. Зная категорную интерпретацию подмножества и наименьшего элемента для порядковых объектов, можно дать категорное определение вполне упорядоченного множество. 
Определение 6.23. Вполне упорядоченное множество есть категория из Определения 6.22, для которой любая непустая подкатегория имеет начальный объект. 
Итак, теорию упорядоченных объектов можно излагать излагать на теории основе теории категорий (см. Таблица 6.5.)
Таблица 6.5. Порядково-категорный словарь

	теория упорядоченных множеств
	теория категорий

	предупорядоченное множество
	категория, где любые два объекта 
связаны не более чем одним морфизмом

	элемент
	объект

	элементы в отношении предпорядка
	существование связующего морфизма

	двойственное предупорядоченное множество
	двойственная категория

	изоморфизм предпорядка 
	изоморфизм объектов

	свойство предпорядка 
	свойство объектов

	предупорядоченное подмножество
	полная подкатегория

	монотонный оператор
	функтор

	антимонотонный оператор
	кофунктор

	изоморфные предупорядоченные множества
	изоморфные категории

	нижняя грань элементов
	произведение объектов

	верхняя грань элементов
	копроизведение объектов

	наименьший элемент
	начальный объект

	наибольший элемент
	конечный объект

	частично упорядоченное множество
	скелетальная категория предпорядка

	решетка
	скелетальная категория предпорядка 
с произведением и копроизведением

	сравнимость элементов
	существование связующих морфизмов

	линейно упорядоченное множество
	скелетальная категория предпорядка, где любые два объекта связаны

	вполне упорядоченное множество
	скелетальная категория предпорядка, где любые два объекта связаны, а
любая непустая подкатегория
имеет наименьший элемент


Перейдем теперь к категорному описанию алгебраических объектов.
Комната 6.11. Алгебраические объекты 

Математику движут вперед в основном те, кто отмечен даром интуиции, а не чистого доказательства. 

Феликс КЛЕЙН

Отметим некоторую аналогию между определениями категории и моноида. В обоих случаях используется понятие композиции, которая ассоциативна, причем существует единица. Попытаемся установить, что стоит за этой аналогией. Рассматривается моноид с носителем М. Определим категорию над моноидом Mon(M), которая характеризуется множеством объектов, состоящих из единственного элемента М, и множеством морфизмов – элементов М (см. Рис. 6.69). При этом композиция морфизмов есть операция над элементами М, а единичный морфизм оказывается единицей моноида. Ассоциативность композиции морфизмов следует из ассоциативности операции на моноиде.
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Рис. 6.69. Категория над моноидом.

Итак, каждому моноиду соответствует категория над моноидом, не являющаяся конкретной. Рассмотрим теперь противоположную ситуацию. Пусть имеется некоторая категория Г с единственным объектом. Выбираем совокупность всевозможных морфизмов категории MorГ в качестве некоторого множества. Отметим, что все морфизмы имеют в качестве начала и конца единственный объект данного множества в виду отсутствия там других объектов. Тем самым любые морфизмы здесь оказываются последовательными. Тогда для любых морфизмов x и y (элементов множества MorГ) определена композиция x(y, которая, будучи морфизмом рассматриваемой категории, имеет началом и концом тот самый единственный объект категории. Следовательно, на множестве MorГ определена бинарная операция. Она ассоциативна в силу ассоциативности композиции морфизмом. Наконец, существует единичный морфизм e на имеющимся объекте, причем справедливы равенства  
x(e = e(x = x. Тем самым элемент e множества MorГ оказывается единичным относительно данной операции. Таким образом, любой категории с единственным объектом можно сопоставить моноид, элементами которого являются морфизмы этой категории. 

Итак, мы установили взаимно однозначное соответствие между моноидами и категориями с единственным объектом. Фактически мы имеем дело с одним и тем же понятием, хотя и выраженным на различных языках. Тем самым можно дать категорное определение моноида. 
Определение 6.24. Моноид есть категория с единственным объектом. 
Замечание 6.63. Любопытно, что в основе категорного описания порядковых объектов лежит существование не более одного морфизма, связывающего любые два объекта, в то время как категорное определение алгебраической структуры предполагает единственность теперь уже объекта.
Установим определенные в предшествующей подсекции понятия для категории с единственным объектом. Рассмотрим сначала морфизмы в категории с единственным объектом. Морфизм x там является мономорфизмом, если из равенства y(x = z(x  следует, что  y = z. В теории моноидов (а также полугрупп) элемент x, обладающий указанным свойством, называется сократимым слева. Таким образом, мономорфизмам моноидов в смысле Определения 6.24 соответствует сократимые слева элементы моноида, понимаемого в классическом смысле. Пусть теперь x является эпиморфизмом рассматриваемой категории. Тогда из равенства x(y = x(z следует, что  y = z. Это означает, что элемент x на множестве морфизмов x рассматриваемой категории является сократимым справа элемента соответствующего моноида. Если морфизм x рассматриваемой категории обратим, то существует соответствующий обратный морфизм, композиция которого с x дает единичный морфизм. Интерпретируя  как элемент моноида с операцией (, заключаем, что он оказывается обратимым, т.е. существует соответствующий обратный элемент. Таким образом, обратимости морфизма рассматриваемой категории соответствует обратимость данного элемента на множестве морфизмов рассматриваемой категории.
Пусть задана категория Г с единственным объектом X. Рассмотрим соответствующую двойственную категорию Г*. Она также имеет единственный объект X, а значит, является моноидом в смысле Определения 6.24. Для любых морфизмов x и y категории Г их композиция x(y также является морфизмом в категории Г. Однако в категории Г* ей соответствует композиция морфизмов, действующих в обратном порядке, которая обозначается через y*x. В результате на множестве морфизмом двойственной категории определяется соответствующая двойственная операция * (см. Блок B). Ассоциативность этой операции следует из ассоциативности композиции морфизмов. Наконец, единичный морфизм категории Г является едничным морфизмом и в категории Г*, а значит, оказывается единичным элементом в смысле двойственной операции. Таким образом, переход к категории, двойственной к Г, сопровождается переходом от определяемого ею моноида в классическом смысле к соответствующему двойственному моноиду (см. Рис. 6.70).
Моноид в смысле Определения 6.24 имеет единственный объект. Следовательно, ее полная подкатегория, отличная от самой категории, вообще не содержит объектов, т.е. является пустой, а значит, не является категорией над моноидом. Неполная подкатегория получается из исходной сокращением множества морфизмов. В результате получается вновь категория с одним объектом, т.е. моноид. Множество морфизмов этой категории является подмножеством множества морфизмов исходной категории при сохранении композиции. Отсюда следует, что моноид морфизмов подкатегории является подмоноидом моноида морфизмов исходной категории. Таким образом, переход от категории с единственным объектом к ее неполной подкатегории соответствует переходу от моноида к подмоноиду.
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Рис. 6.70. Двойственная категория над моноидом.

Пользуясь Определением 6.5, установим, что произведению категорий с единственными объектами соответствует произведение моноидов, имеющих в качестве носителей множества морфизмов рассматриваемых категорий. 

Рассмотрим две категории Г и ( с единственными объектами X и Y соответственно, и функтор F: X ( Y. Очевидно, справедливо равенство F(X) = Y. Пусть x и y есть произвольные морфизмы категории Г. Тогда их композиция x(y также является морфизмом в категории Г. При этом из определения функтора следует, что F(x) и F(y) являются морфизмами категории (, причем справедливо равенство F(x(y) = F(x)(F(y). На множестве морфизмов MorГ мы имеем элементы x и y, а также их композицию x(y. Им соответствуют элементы F(x), F(y) и F(x)(F(y) множества морфизмов Mor(. Из последнего равенства следует, что оператор F, действующий из множества MorГ в Mor(, сохраняет операцию. Кроме того, функтор переводит единичный морфизм в единичный морфизм. Следовательно, оператор F: MorГ ( Mor( переводит единичный элемент моноида с носителем MorГ в единичный элемент моноида  Mor(. Тем самым отображение F является гомоморфизмом моноидов (см. Рис. 6.71).  
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Рис. 6.49. Функтор категорий над моноидами.
Замечание 6.64. Нетрудно убедиться, что кофунктор, связывающий две категории с единственным объектом, соответствует антигомоморфизму мноноидов.

Наконец, очевидно, что изоморфизму категории с одним элементом соответствует изоморфизм соответствующего ему обычного моноида. Тогда свойство категории с одним элементом является аналогом свойства моноида, определенного в теории алгебраических объектов (см. Блок B). В частности, группа представляет собой моноид, в котором любой элемент обратим. Это позволяет дать категорное определение группы.
Определение 6.25. Группа есть категория с единственным объектом, в которой все морфизмы являются изоморфизмами. 
Замечание 6.65. Существует также категорное определение кольца.

Итак, многие положения теории алгебраических объектов можно излагать с помощью теории категорий (см. Таблица 6.6.)
Таблица 6.6. Алгебраическо-категорный словарь

	теория адгебраических объектов
	теория категорий

	моноид
	категория с единственным объектом 

	носитель структуры
	объект

	элемент
	морфизм

	операция над элементами
	композиция морфизмов

	единичный элемент
	единичный морфизм

	сократимый слева элемент
	мономорфизм

	сократимый справа элемент
	эпиморфизм

	обратимый элемент
	изоморфизм

	обратный элемент
	обратный морфизм

	двойственный моноид
	двойственная категория

	подмоноид
	неполная подкатегория

	гомоморфизм 
	функтор

	антигомоморфизм
	кофунктор

	 изоморфизм моноидов
	изоморфизм категорий

	изоморфные моноиды
	изоморфные категории

	свойство моноидов
	свойство категории

	группа
	категория с единственным объектом, в которой
все морфизмы являются изоморфизмами


Комната 6.12. Краткое дополнение 

Ученый изучает природу не потому, что это полезно; он исследует ее потому, что это доставляет ему наслаждение; а это дает ему наслаждение потому, что природа прекрасна.

Анри ПУАНКАРЕ

Возможность категорного описания порядковых и алгебраических объектов позволяет надеяться на получения аналогичных результатов для других типов структур, например, топологических. В частности, имеет смысл топология Гротендика, представляющую собой некоторую структуру на категории, в результате чего объекты этой категории становятся похожими на открытые множества топологического пространства. Топология Гротендика в некотором смысле характеризует открытые покрытия множеств и обобщает понятие топологии (см. Блок C). Категория с топологией Гротендика называется сайтом.
Наконец, возникает задача категорного описания первичного понятия множества. Оно осуществляется на основе теории топосов. Топос представляет собой категорию, наделенную некоторыми специфическими свойствами. В результате получается категорный аналог понятия множества, допускающий конструкцию аналогов стандартных теоретико-множественных операций (см. Этаж 2). Теория топосов предоставляет возможность построения различных аксиоматических теорий, вследствие чего теория множеств оказывается в некотором смысле вторичной по отношению к теории категорий. Тем самым категорная логика, представляющая собой математическую логику, использующую теорию категорий, применяется для описания оснований математики (см. Этаж 1).

 Завершая книгу, мы возвращаемся к ее началу. Как говорил Лао Цзы, уйти далеко означает вернуться. Естественно, наивно полагать, что нам удалось обозреть всё величественное необъятное Строение. Математика неисчерпаема. И еще много поколений неутомимых строителей будут упрямо возводить новые этажи и заново отделывать старые, прокладывать неожиданные переходы из одних комнат в другие и пристраивать дополнительные блоки и секции, устанавливать более надежный фундамент и открывать иные выходы в окружающий мир. И, хотя события последних десятилетий, как будто, не предвещают в ближайшем будущем каких-либо радикальных потрясений, возможно, именно в этот момент в одном из ее забытых Богом и людьми темных углов зарождается таинственное Нечто, способное в корне изменить наше убогое представление об Архитектуре Математики.         
Строительство продолжается ...
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